


به نام خدا

»مایل نیس��تم نوش��ته هایم دیگران را از زحمت فکر 
کردن معاف کنند، بلکه می خواهم در صورت امکان 

افراد را تحریک کنند که خود به تفکر بپردازند.«
لودویگ ویتگنشتاین

با این که پیش از این در درس های ریاضی هندس��ه خوانده اید، اما اولین بار اس��ت که درسی مستقل به نام هندسه دارید. 
هندس��ه خواندن، حتی در مقایسه با موضوعات دیگر ریاضی، حال و هوای خاصی دارد. این کتاب، آموزش هندسه ی پایه ی دهم 

با تکیه بر حل مسئله است.

هر فصل کتاب، مطابق کتاب درس��ی، به چند درس تقس��یم شده است. در هر درس تعریف ها و نکات اصلی را با آوردن 
چند مثال به روش��نی بیان کرده ایم. همین طور، همه ی قضیه ها را به طور کامل ثابت کرده ایم. همه جا به چارچوب کتاب درس��ی 
پایبند بوده ایم. با این همه، در چند مورد قضیه هایی را آورده ایم که به نظرمان به درک بهتر مطالب اصلی کمک می کنند. علاوه بر 
این ها، با آوردن مسئله ها و تست هایی که به دقت انتخاب شده اند، نحوه ی استفاده از قضیه ها را کامل آموزش داده ایم. در انتهای 
هر درس، تمرین ها و پرسش های چهارگزینه ای مناسب آن درس را آورده ایم، که راه حل همه ی آن ها در انتهای فصل آمده است.

پیش از هر چیز، این نکته ی مهم را به خاطر داشته باشید که سرعت خواندن در هندسه، کم تر از درس های دیگر است. 
همیشه باید درباره ی آنچه که می خوانید تفکر و پرسش کنید، نه این که صرفاً قضیه ها را حفظ کنید و راه حل مسئله ها را به خاطر 
بسپارید. به این ترتیب، هنگام مطالعه، حتماً به استدلال ها دقت کنید و مطمئن شوید می فهمید که چرا این کارها را در روند اثبات 
یا راه حل انجام داده ایم. همین طور، همواره کاغذ و قلم در کنار خود داش��ته باش��ید و سعی کنید آن چه را می خوانید برای خودتان 
توضیح دهید. همچنین، بهتر است زمانی که به مسئله، تست یا تمرین می رسید، سعی کنید خودتان آن را حل کنید. اگر مسئله ای 
را حل کردید یا از حل کردن آن ناامید شدید، حتماً راه حل ما را هم ببینید، زیرا ممکن است روش آن برای شما آموزنده باشد.

وظیفه ی خود می دانیم که از همکاران عزیزمان در نشر الگو، خانم ها عاطفه ربیعی و مریم موحدی مهر برای مطالعه و ویرایش 

کتاب و خانم سکینه مختار مسئول واحد ویراستاری و حروف چینی انتشارات الگو تشکر و قدردانی کنیم.

مؤلفان

پیشگفتار



فهرست

فصل اول: ترسیم های هندسی و استدلال ��

2.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: ترسیم های هندسی

10.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

12.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

14.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: استدلال

27.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

30.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

33.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راه حل تمرین ها

42.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل دوم: قضیه ی تالس، تشابه و کاربردهای آن ��

52.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: نسبت و تناسب در هندسه.

65.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

68.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

70.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: قضیه ی تالس.

86.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

90.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

96.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس سوم: تشابه مثلث ها

104. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

109. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای



113.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس چهارم: کاربردهایی از قضیه ي تالس و تشابه مثلث ها

126.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

130. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

136.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راه حل تمرین ها

163.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل سوم: چندضلعی ها ��

192.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: چندضلعی ها و ویژگی هایی از آن ها

214.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

218.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

222.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: مساحت و کاربردهای آن

247.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

253.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

260. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راه حل تمرین ها

282.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل چهارم: تجسم فضایی ��

300.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: خط، نقطه و صفحه

309. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

311.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

314.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: تفکر تجسمی

324.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تمرین

328.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پرسش های چهارگزینه ای

331.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . راه حل تمرین ها

339.. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ پرسش های چهارگزینه ای



درس اول: ترسیم های هندسی

فصل اول: ترسیم های هندسی و استدلال

با این که در هندسه برای اثبات قضیه ها و حل کردن مسأله ها ترسیم شکل ها خیلی مهم است، اما خیلی 
مواقع ترسیم حدودی و غیر دقیق شکل ها هم برای برآوردن منظورمان کافی است. با این حال، مواردی 
پیش می آید که ترسیم دقیق مهم است، مثلًا، هنگام ترسیم نقشه ي راه ها، نقشه ی ساختمان، یا حتی نقشه ي 

ابزار ساده یا پیچیده. در این درس، با ترسیم های مهم به کمک خط کش و پرگار آشنا می شویم.

فرض کنید O نقطه ای در صفحه باشد. اگر به مرکز O دایره ای به 
 O شعاع 5 رسم کنیم، فاصله ي همه ی نقطه های روی این دایره تا نقطه ی
نیست که  نقطه ی دیگری در صفحه  با 5 است. در ضمن، هیچ  برابر 

فاصله اش تا نقطه ی O برابر با 5 باشد.

فرض کنید A و B دو نقطه در صفحه باشند. اگر دهانه ي پرگار را 
بیش از نصف طول پاره خط AB باز کنیم و یک بار به مرکز A و بار 
دیگر به مرکز B کمان بزنیم، این دو کمان یکدیگر را در دو نقطه قطع 
 N و M بنامید. در این صورت فاصله ي N و M می کنند. این نقطه ها را

از A و B یکسان است.

فرض کنید A و B دو نقطه در صفحه به فاصله ي 4 سانتی متر باشند. 
 A دهانه ي پرگار را به اندازه ي 2/5 سانتی متر باز می کنیم و به مرکز نقطه ي
باز  سانتی متر   3 اندازه ي  به  را  پرگار  دهانه ي  اکنون  می زنیم.  کمانی 
می کنیم و به مرکز نقطه ي B کمانی می زنیم. این دو کمان یکدیگر را 
در دو نقطه قطع می کنند. این دو نقطه را C و D بنامید. در این صورت 
 B برابر با 2/5 سانتی متر و تا نقطه ي A تا نقطه ي C فاصله ي نقطه ي
 A تا نقطه ي D برابر با 3 سانتی متر است. همین طور، فاصله ي نقطه ي

برابر با 2/5 سانتی متر و تا نقطه ي B برابر با 3 سانتی متر است.

م می خواهیم مثلثی به طول ضلع های 2، 3 و 4 رسم کنیم. ابتدا 	:لاث
پاره خطی به طول 4 رسم می کنیم. دو سر این پاره خط دو رأس 
مثلث مورد نظرند. سپس از یک سر آن کمانی به شعاع 2 و 
از سر دیگر آن کمانی به شعاع 3 رسم می کنیم. محل برخورد 

این دو کمان رأس سوم مثلث است.

م پاره خطی 	:لاث ابتدا  کنیم.  مثلثی متساوی الاضلاع رسم  می خواهیم 
دلخواه رسم می کنیم. دو سر این پاره خط دو رأس مثلث مورد 
نظرند. سپس به مرکز هر یک از دو سر این پاره خط کمانی 
به شعاع طول پاره خط رسم شده می زنیم. محل برخورد این 

دو کمان رأس سوم مثلث متساوی الاضلاع مورد نظر است.
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م رسم 	:لاث متساوی الاضلاع  مثلثی  قبل  مثال  روش  به  ابتدا  کنیم.  رسم   060 زاویه ای  می خواهیم 
060 است.  می کنیم. در این صورت هر یک از زاویه های مثلث مورد نظر 

مرسممکنید.م 1 0120 زاویهمایم

060 رسم کنید که رأس آن روی  :لرهار یک خط راست رسم کنید. سپس به روش مثال قبل زاویه ای 
0120 است.  060 و دیگری  این خط باشد. به این ترتیب دو زاویه به دست می آوریم که یکی از آن ها 

م پاره خطی به طول a در نظر بگیرید. دهانه ي پرگار را به اندازه ی دلخواه، مثلًا b باز کنید و به 	:لاث
مرکز یکی از دو سر پاره خطی که رسم کرده اید، کمانی بزنید. اکنون دهانه ي پرگار را به اندازه ی 
دلخواه، مثلًا c باز کنید و به مرکز سر دیگر پاره خط، کمانی بزنید. در این صورت، برای این که 

 . b c a+ > کمان ها یکدیگر را در نقطه ای خارج پاره خط اولیه قطع کنند باید 

                
 c و a در نظر بگیریم و بعد کمان هایی به شعاع b توجه کنید که اگر ابتدا پاره خطی به طول
 . a c b+ > بزنیم، برای این که کمان ها یکدیگر را در خارج پاره خط به طول b قطع کنند، باید 
همین طور، اگر ابتدا پاره خطی به طول c در نظر بگیریم و سپس کمان هایی به شعاع a و b بزنیم، 

 . a b c+ > برای این که کمان ها یکدیگر را در خارج پاره خط به طول c قطع کنند، باید 

م فرض کنید b ، a و c عددهایی حقیقی و مثبت باشند. برای این که مثلثی به طول ضلع های b ، a و c 	هییه
وجود داشته باشد، باید

 a b c b c a c a b, ,+ > + > + >

ترسیم های ساده

1( ترسیم پاره خطی همنهشت با پاره خطی مفروض

با  کنیم.  پاره خط رسم  این  با  پاره خطی همنهشت  است. می خواهیم  داده شده   AB پاره خط  کنید  فرض 
خط کش خطی راست رسم می کنیم و یک نقطه مانند C روی آن مشخص می کنیم. دهانه ي پرگار را به 
اندازه ی طول پاره خط AB باز می کنیم و به مرکز C کمانی رسم می کنیم. نقطه ي برخورد این کمان با خط 

کشیده شده را D می نامیم. پاره خط CD پاره خط مورد نظر است.
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2( ترسیم زاویه ای همنهشت با زاویه ای مفروض

فرض کنید زاویه ای به رأس O داده شده است. می خواهیم زاویه ای همنهشت با این زاویه رسم کنیم. با 
 O روی آن مشخص می کنیم. به مرکز نقطه ي O′ خط کش خطی راست رسم می کنیم و یک نقطه مانند 
کمانی دلخواه می زنیم تا ضلع های زاویه ی داده شده را در نقطه های A و B قطع کند. دهانه ي پرگار را 
′B قطع کند. اکنون  ′O کمانی می زنیم تا خط کشیده شده را در نقطه ي  تغییر نمی دهیم و به مرکز نقطه ي 
دهانه ي پرگار را به اندازه ی طول پاره خط AB باز می کنیم، سپس بدون این که دهانه را تغییر بدهیم، به 
′O را به  ′A قطع کند. اکنون اگر نقطه ي  ′B کمانی می زنیم تا کمان اول را در نقطه ي  مرکز نقطه ي 
و   OAB مثلث  دو  می شود، چراکه  برابر   AOB زاویه ي  با   AO B′ ′ ′ زاویه ی  کنیم،  ′A وصل  نقطه ي 

O همنهشت هستند. AB′ ′ ′

              

	:ل:تمرسممکنیدمکهمزاویهمملیشمبلمزاویهمملیم	:ل:تم	فسوضمبسابسمبلشند،ما	لماینمدوم	:لثمممنهشتم	بلشند. 2

′AB رسم می کنیم که از بزرگ ترین  :لرهار ′ فرض کنید مثلث مفروض ABC باشد. ابتدا پاره خطی مانند 
AB رسم کنیم، مثلث های  C′ ′ ′ ضلع مثلث ABC بزرگ تر باشد )این کار باعث می شود که اگر مثلثی مانند 
′A و همنهشت با زاویه ی A و زاویه ای به  AB همنهشت نباشند(. اکنون زاویه ای به رأس  C′ ′ ′ ABC و 
′B و همنهشت با زاویه ي B رسم می کنیم. محل برخورد ضلع های غیر مشترک زاویه های رسم شده  رأس 
′C بنامید )چون دست کم یکی از زاویه های A یا B حاده است، پس ضلع های غیر مشترک زاویه های  را 
AB دو زاویه ی همنهشت دارند و چون  C′ ′ ′ رسم شده، متقاطع اند(. اکنون توجه کنید که مثلث های ABC و 
′C( نیز همنهشت اند. 0180 است، پس زاویه های سوم آن ها یعنی )C و  مجموع زاویه های داخلی هر مثلث 

خاصیت اصلی نیمساز و ترسیم نیمساز

 KH1 زاویه ي AOB را در نظر بگیرید و فرض کنید K نقطه ای روی نیمساز آن باشد. از K عمودهای 
 KH O2 KH و  O1 و KH2 را به ترتیب بر OA و OB رسم کنید. توجه کنید که مثلث های قائم الزاویه ي 
پس  است،  نیمساز   OK زیرا  دارند،  هم  برابر  حاده ي  زاویه ی  دو  و   KO( ) دارند  مشترک  ضلع  یک 
KH به حالت وتر و یک زاویه ی حاده همنهشت اند  O2 KH و  O1 H. بنابراین مثلث های  OK H OKˆ ˆ=1 2

KH. یعنی فاصله ي K تا ضلع های زاویه ی AOB برابر است. KH=1 2 و در نتیجه 
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اکنون فرض کنید K نقطه ای درون زاویه ي AOB باشد و فاصله ي K از دو ضلع این زاویه برابر باشد. از 
 .KH KH=1 2 K عمودهای KH1 و KH2 را به ترتیب بر ضلع های OA و OB رسم کنید. در این صورت 
KH وتر  O2 KH و  O1 نقطه ی O را به نقطه ي K وصل کنید. توجه کنید که مثلث های قائم الزاویه ي 
مشترک و دو ضلع برابر دارند. در نتیجه این دو مثلث به حالت وتر و یک ضلع همنهشت اند. به این 

H، یعنی K روی نیمساز زاویه ي AOB قرار دارد. OK H OKˆ ˆ=1 2 ترتیب 

م هر نقطه روی نیمساز زاویه از دو ضلع آن زاویه به یک فاصله است و هر نقطه که از دو ضلع زاویه 	هییه
به یک فاصله باشد، روی نیمساز این زاویه قرار دارد.

روش ترسیم نیمساز

فرض کنید زاویه ي AOB )به رأس O( مفروض است. می خواهیم نیمساز این زاویه را رسم کنیم. ابتدا به 
مرکز O و شعاعی دلخواه کمانی می زنیم تا ضلع های OA و OB را به ترتیب در نقطه های A1 و B1 قطع 
A کمانی بزنید و  B1 A1 و شعاعی بیش تر از نصف 1 OA. اکنون به مرکز  OB=1 1 کند. در این صورت 
B1 کمانی دیگر بزنید. محل برخورد این دو کمان را K بنامید. توجه کنید که  به همین شعاع و مرکز 
نتیجه  در  )ض ض ض(.  همنهشت اند   OB K1 و   OA K1 مثلث  دو  ترتیب  این  به   .A K B K=1 1

A، یعنی OK نیمساز زاویه ي AOB است. OK B OKˆ ˆ=1 1

          

م این 	:لاث نیمساز  اگر  اکنون  060 رسم می کنیم.  ابتدا زاویه ای  030 رسم کنیم.  می خواهیم زاویه ای 
030 به دست می آوریم.  زاویه را رسم کنیم، دو زاویه ی 

خاصیت اصلی عمودمنصف و ترسیم عمودمنصف

پاره خط AB را در نظر بگیرید و فرض کنید K نقطه ای روی عمودمنصف آن باشد. از K به A و B وصل 
کنید )شکل را ببینید(. در این صورت مثلث های قائم الزاویه ي AHK و BHK یک ضلع مشترک دارند 
 . AH BH=( ) AHK و دو ضلع برابر نیز دارند  BHKˆ ˆ( )= )KH(، یک زاویه ی )قائمه ي( برابر دارند 
KA. یعنی فاصله ي K تا  KB= بنابراین مثلث های AHK و BHK همنهشت اند )ض زض( و در نتیجه 

دو سر پاره خط AB برابر است.

اکنون فرض کنید فاصله ی نقطه ي K تا دو سر پاره خط AB برابر باشد. فرض کنید H وسط پاره خط 
AB باشد و از K به B ، A و H وصل کنید. در این صورت مثلث های AHK و BHK همنهشت اند 
پس  مکمل اند،  زاویه  دو  این  چون  و  برابرند   BHK و   AHK زاویه های  بنابراین  )ض ض ض(. 

AHK، یعنی K روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارد. BHKˆ ˆ= = 090
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م هر نقطه روی عمودمنصف پاره خط، از دو سر آن پاره خط به یک فاصله است و هر نقطه که از دو سر 	هییه
پاره خط به یک فاصله باشد. روی عمودمنصف آن پاره خط قرار دارد.

روش ترسیم عمودمنصف

اگر دو نقطه از خطی راست معلوم باشد، این خط به طور کامل مشخص می شود. بنابراین، اگر دو نقطه ي 
متمایز در صفحه پیدا کنیم که فاصله ي هر یک از آن ها تا دو سر پاره خط مفروض AB برابر باشد، چون 

این دو نقطه روی عمودمنصف پاره خط AB قرار دارند، می توانیم این عمودمنصف را رسم کنیم. 
را  پرگار  دهانه ي  است.  شده  داده   AB پاره خط  کنید  فرض 
دیگر  بار  و   A مرکز  به  بار  یک  و  کنید  باز   AB نصف  از  بیش 
دو  این  کنید  فرض  بزنید.  کمانی   B مرکز  به  و  شعاع  همان  با 
این صورت  کنند. در  قطع   N و   M نقطه های  را در  یکدیگر  کمان 
فاصله های M و N از نقطه های A و B برابر است، پس این دو نقطه 
 M قرار دارند. بنابراین، خطی که از AB روی عمودمنصف پاره خط

و N می گذرد، عمودمنصف پاره خط AB است.

دوم	:لثم	هسلویمالسلقینمقلعدهمایم	شهسکمدار	د.مثلبتمکنیدمخطتمکهمازمدومرأسماینم	:لثمملم	تمگذرد،مبسم 3
قلعدهميم	شهسکمآنمملمعمودماست.

′ABC متساوی الساقین باشند و BC قاعده ي مشترک هر دوی آن ها  :لرهار فرض کنیم دو مثلث ABC و 
′A روی  AB در نتیجه  A C′ ′= AB پس A روی عمودمنصف BC قرار دارد و چون  AC= باشد. چون 
عمودمنصف BC قرار دارد. بنابراین ′AA عمودمنصف ضلع BC است. پس خط ′AA بر BC عمود است. 

درمشکدمروبهمرومقسمهتمازمیکمدایسهمرام	تمبینید.مچگو	هم	تمیوانماینم 4
دایسهمرامکل	دمکسد؟

سه نقطه ي B ، A و C را روی قسمت داده شده در نظر  :لرهار
می گیریم )شکل را ببینید(. عمودمنصف پاره خط های AB و BC را 

رسم می کنیم تا یکدیگر را در نقطه ي O قطع کنند.
نقطه ي O از سه نقطه ی B ، A و C به یک فاصله است، پس مرکز 

دایره ي مورد نظر است.
اکنون اگر به مرکز O و شعاع OA دایره ای رسم کنیم، این دایره، 

دایره ي مورد نظر است.
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رسم خط عمود بر یک خط

خط d مفروض است. می خواهیم از نقطه ي K در صفحه، خطی عمود بر خط d رسم کنیم. دو حالت وجود دارد.

الف( نقطه ي K روی خط d است

 d و شعاعی دلخواه کمانی بزنید تا خط K به مرکز نقطه ي
این  ببینید(. در  B قطع کند )شکل را  A و  را در نقطه های 
صورت K وسط پاره خط AB است. اکنون اگر عمودمنصف 
پاره خط AB را رسم کنیم، حتماً از K می گذرد. به این ترتیب، 

خط مورد نظر، عمودمنصف پاره خط AB است.

ب( نقطه ی K خارج خط d است

به مرکز نقطه ي K کمانی بزنید که خط d را در نقطه هایي 
 A از   K فاصله ی  این صورت  در  کند.  قطع   B و   A مانند 
 AB پاره خط  عمودمنصف  روی   K پس  است،  برابر   B و 
رسم  را   AB پاره خط  عمودمنصف  اگر  بنابراین  دارد.  قرار 
کنیم، از نقطه ي K می گذرد. به این ترتیب، خط مورد نظر، 

عمودمنصف پاره خط AB است.
توجه: دقت کنید که در روش های بالا مهم نیست نقطه ی K روی خط باشد یا خیر، روش یکی است.

رسم خطی موازی یک خط از نقطه ای خارج آن

فرض کنید خط d داده شده و K نقطه ای خارج آن است. 
موازی   d با  و  بگذرد   K از  که  کنیم  می خواهیم خطی رسم 
باشد. ابتدا L1 را طوری رسم می کنیم که از K بگذرد و بر 
L2 را طوری رسم می کنیم که از  d عمود باشد. سپس خط 
K بگذرد و بر L1 عمود باشد. در این صورت خط های d و 

L2 بر خط L1 عمودند، پس موازی اند. 

م	علومماست.ماینم	:لثمرامرسممکنید. 5 ah( ) مومطواماریفلعم	ظیسمضلعمسومم c( موم b) ازم	:ل:تمطوامدومضلعم

خطی دلخواه مانند d بکشید و از نقطه ي دلخواه H  :لرهار
روی آن، خطی عمود بر آن رسم کنید. به مرکز H و شعاع 
ah کمانی بزنید تا این خط عمود را در نقطه ي A قطع کند 

به  اکنون  کنید(.  انتخاب  را  یکی  داریم،   A مانند  نقطه  )دو 
مرکز A و به شعاع b کمانی بزنید تا خط d را در نقطه های 
 A C1 و C2 قطع کند )شکل را ببینید(. همین طور به مرکز 
 B2 و B1 را در نقطه های d کمانی بزنید تا خط c و به شعاع
 AB C1 قطع کند )شکل را ببینید(. مثلث های غیرهمنهشت 1

AB ویژگی های مورد نظر را دارند. C1 2 و 
توجه: در مسئله های ترسیم، اگر تعداد شکل های قابل رسم را بخواهیم، منظور شکل های غیرهمنهشت است.
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dمعددیم	:بتماست.مAمومBمدوم	قطهمدرمصفحهما	دمومLمخطتمراستماست.مممهميم	قطهمملیتمرامپیدامکنیدمکهم 6
الصلهمیمآنمملمازمAمومBمبسابسممممومالصلهميمآنمملمازمLمبسابسمبلمdمبلشد.

روی  :لرهار فاصله اند،  یک  به   B و   A از  که  نقطه هایی 
 L از  آن ها  فاصله ي  که  نقطه هایی  و  هستند   AB عمودمنصف 
 L از d و به فاصله ي L است، دو خط راست موازی با d برابر
  AB هستند. پس نقطه های مورد نظر، محل برخورد عمودمنصف

و این دو خط موازی با L هستند.
بحث در تعداد جواب:

دو  باشد،  متقاطع  خط  دو  با   AB عمودمنصف  اگر  )1(ث  حللتم
جواب داریم.

حللتم)2(ث اگر عمودمنصف AB موازی با این دو خط باشد، جواب نداریم.
حللتم)3(ث اگر عمودمنصف AB بر یکی از این دو خط منطبق شود، تعداد نامتناهی جواب داریم.

ممهميم	قطهمملیتمرامپیدامکنیدمکهمالصلهميمآنمملمازمدومخطم	وازیم	فسوضمبسابسمبلشد،مدرمضمنمازمدومخطم	هقلطعم 7
	فسوضمبهمیکمالصلهمبلشد.

′d و دو خط متقاطع را L  :لرهار دو خط موازی را d و 
′d به یک  ′L می نامیم. نقطه هایی که از دو خط d و  و 
فاصله هستند، روی خط راستی موازی این دو خط هستند 
′d، در میان  که به فاصله ي نصف فاصله ي دو خط d و 
آن ها قرار دارد )خط m در شکل روبه رو(. از طرف دیگر 
 L′ نقطه هایی که فاصله ی آن ها از دو خط متقاطع L و 
برابر است، روی نیمسازهای دو زاویه ای هستند که با این 
∆′ در شکل روبه رو(.  ∆ و  خط ها تشکیل می شوند )دو خط 
 ′∆ ∆ و  پس نقطه های مورد نظر، محل برخورد خط های 

با خط m هستند.

	هوازیماصضلاعتمرسممکنیدمکهمطوامقطسملیمآنم6موم8مبلشد.مدرمیعدادمجوابمملمبحثمکنید. 8

نصف  :لرهار را  یکدیگر  قطرها  متوازی الاضلاع  در  می دانیم 
رسم   6 طول  به  را   AB پاره خط  شکل  مطابق  اکنون  می کنند. 
می کنیم. وسط پاره خط AB را M می نامیم. به مرکز M و شعاع 
8= دایره ای رسم می کنیم. اکنون، یکی از قطرهای دلخواه از  4

2
این دایره را رسم می کنیم )مانند قطر CD در شکل، فقط دقت 
 ACBD عبور نکند(. چهارضلعی B و A کنید که قطر مورد نظر از

متوازی الاضلاع مورد نظر است.
واضح است که نامتناهی متوازی الاضلاع با این ویژگی ها می توان رسم کرد.

	سهطیلتمبهمطوامقطسم8مرسممکنید. 9

و  :لرهار برابر  هم  با  آن  قطرهای  که  چهارضلعی ای  می دانیم 
مستطیل  رسم  برای  پس  است.  مستطیل  یکدیگرند،  منصف 
می گیریم.  نظر  در  صفحه  در  را   O دلخواه  نقطه ی  نظر،  مورد 
دلخواه  قطر  دو  می کنیم.  رسم  دایره ای   4 شعاع  و   O مرکز  به 
این دایره در نظر می گیریم. در  CD را مطابق شکل در  AB و 
چهارضلعی ACBD ، قطرها با یکدیگر برابرند و یکدیگر را نصف 

می کنند، پس این چهارضلعی مستطیل مورد نظر است.
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یکملوزیمرسممکنیدمکهمطوامقطسملیمآنم4موم8مبلشد. 10

می دانیم که برای لوزی بودن چهارضلعی کافی است  :لرهار
قطرهای آن چهارضلعی عمودمنصف یکدیگر باشند. پس به 

صورت زیر لوزی را رسم می کنیم.
ابتدا پاره خط AB را به طول 8 رسم می کنیم )شکل را ببینید(. 
سپس عمودمنصف AB را رسم می کنیم )خط d در شکل(. 
4= رسم  2

2
اکنون به مرکز M ، وسط AB ، دایره ای به شعاع 

 ACBD .قطع کند D و C را در نقطه های d می کنیم تا خط
لوزی مورد نظر است.

ذوز	قهمیمABCDمرامبلم	علوممبودنمطوامچهلرمضلعمرسممکنید. 11

مسئله را حل شده در نظر می گیریم )شکل روبه رو  :لرهار
را ببینید(.

 ABED رسم می کنیم. چون AD خطی موازی ساق B از نقطه ي
مثلث   .DE AB= و   AD BE= است، پس  متوازی الاضلاع 

BEC با معلوم بودن طول سه ضلع قابل رسم است:
 CE DC AB BE AD,= − =

پس از رسم این مثلث، از B خطی موازی CE رسم می کنیم و روی آن نقطه ی A را چنان در نظر می گیریم 
که AB برابر طول قاعده ي کوچک تر شود.

از A موازی BE خطی رسم می کنیم تا امتداد CE را در D قطع کند. چهار ضلعی ABCD همان ذوزنقه ي 
مورد نظر است.

	سبعتمرسممکنیدمکهمپلرهمخطم	فسوضمDEمقطسمآنمبلشد؟ 12

می دانیم در مربع قطرها عمودمنصف یکدیگر هستند  :لرهار
و دارای طول برابرند. پس ابتدا عمودمنصف پاره خط معلوم 

DE را رسم می کنیم.
 OE و شعاع   DE پاره خط  O، وسط  نقطه ی  به مرکز  سپس 
دایره ای رسم می کنیم. محل برخورد این دایره با عمودمنصف 
DE را M و N می نامیم. چهارضلعی MEND مربع موردنظر 

است.

4مرسممکنید.م 13 2 	:لثمقلئممالزاویهميم	هسلویمالسلقینمبهما	دازهميمویسم

عمودمنصف  :لرهار و  مساوی  قطر  دو  مربع،  در  می دانیم 
′d را رسم می کنیم.  یکدیگرند. پس دو خط عمود بر هم d و 
 d 2 دایره ای رسم می کنیم تا دو خط 2 به مرکز O و شعاع 
′d را در نقطه های C ، B ، A و D قطع کند. در این صورت  و 
مثلث  این ترتیب  به  است.   4 2 قطر  به  مربع   ABCD

قائم الزاویه ي ABC مثلث مورد نظر است.



10 مالدماواثمیسسیممملیممندستموماسهدصام

تمرین

م1 مضلعمBCمبسابسم8موما	دازهميماریفلعمواردمبسمضلعمBCم	سلویم5ماست.ماینم	:لثمرامرسمم- AB AC( )= درم	:لثم	هسلویمالسلقینمABCم
کنید.

م2 پلرهمخطمABمرامبهمطوام8مسل	هتم	هسمرسممکنید.-
الف(معمود	نلفمآنمرامرسممکنید.

ب(مچندم	قطهمرویمعمود	نلفموجودمدار	دمکهمازمدوم	قطهميمAمومBمبهمالصلهمي
1(م8مسل	هتم	هسممسهند؟
2(م4مسل	هتم	هسممسهند؟
3(م3مسل	هتم	هسممسهند؟

م3 مبهمیکمالصلهممسهند؟م- d′ مومدایسهميمCم	فسوضما	د.مرویمدایسهميمCمچندم	قطهموجودمداردمکهمازمخطمملیمdموم d′ دومخطم	هقلطعمdموم

م4 زاویهمایمبهمرأسمOموم	قطهميمAمدرونمآنم	فسوضماست.مازمAمخطتمرسممکنیدمکهمبلمضلعمملیمزاویهمیمOمزاویهمملیتمبسابسمیشکیدمدمد.-

م5 دوم	قطهميمAمومBمومخطمdمدرمیکمصفحهمواقعممسهند.م	قطهمایمرویمخطمdمبیلبیدمکهمازمدوم	قطهميمAمومBمبهمیکمالصلهمبلشد.م	سئلهم-
چندمجوابمدارد؟

م6 مواقعمدرممملنمصفحهمرامطوریم	وازیمخطمdمرسممکنیدمکهمالصلهميمآنمملمازمممم3مسل	هتم	هسم- d′ خطمdمدرمصفحهميمPم	فسوضماست.مخطم
بلشد.م

م7 ′dم	فسوضما	د.مممهميم	قطهمملیتمرامبهمدستمآوریدمکهمازمdمبهمالصلهميم- 	طلبقمشکد،مدومخطمdموم
مبهمالصلهميم4ممسهند.م d′ 3مومازم

م8 م	طلبقمشکدم	علومما	د.م	قطهمایمرامبهمدستمآوریدمکهمازممسمدومخطمبهمالصلهميم2م- d′ دومخطمdموم
بلشد.م

م9 مقسمهتمازمدومضلعمیکمزاویهممسهندمکهمرأسمآنم	علومم	یست.م	یمسلزم- d′ درمشکدمروبهمرومdموم
اینمزاویهمرامرسممکنید.

م10 CH′=4مرسممکنید.م- BH=3موم موماریفلعمملیم Â= 030 	:لثمABCمرامبلم	علو	لتم

م11 مرسممکنید.- 015 بهمکمکمخطمکشمومپسگلر،مزاویهمایم

م12 	:ل:تمقلئممالزاویهمرامبلمداشهنمدومضلعمقلئمهماشمرسممکنید.-

م13 AB=5مرسممکنید.م- BC=10مومطوامیکمضلعمزاویهميمقلئمهميم 	:لثمقلئممالزاویهميمABCمرامبلم	علوممبودنمطوامویسم

م14 	:لثم	هسلویمالسلقینتمرسممکنیدمکهم	حیطموماریفلعمواردمبسمقلعدهميمآنم	علومماست.-

م15 موم	یل	هميمواردمازمرأسمAمبسابسمبلم3مرسممکنید.م- Ĉ= 030 ،م a =4 	:لثمABCمرامبلم	علو	لتم

م16 طوامقطسمومیکتمازمضلعمملیم	سهطیلتمبهمیسییبم10موم6ممسهند.ماینم	سهطیدمرامرسممکنید.-
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م17 زاویهمیمxOyموم	قطهميمAمبیسونمآنم	فسوضماست.مازمAمخطتمرسممکنیدمکهمدومضلعمزاویهمرامدرم	قطهمملیتم	ل	ندمBمومCمقطعمکندموم-
AB.م BC=

م18 	قطهميمAمدرونمزاویهمایمقسارمدارد.مازمAمپلرهمخطتم	حدودمبهمضلعمملیمزاویهمرسممکنیدمکهموسطشم	قطهميمAمبلشد.-

م19 ازم	هوازیماصضلاعتمطوامدومقطسمومیکماریفلعم	علومماست.ماینم	هوازیماصضلاعمرامرسممکنید.-

م20 سهم	قطهميمMم،مNمومPمکهمرویمیکمخطم	یسهند،م	فسوضما	د.م	هوازیماصضلاعتمرسممکنیدمکهماینمسهم	قطه،موسطمملیمسهمضلعمآنمبلشند.-

م21 	هوازیماصضلاعتمرسممکنیدمکهمطوامضلعمملیمآنم8موم5مومطوامیکمقطسمآنم4مبلشد.-
م22 طوامضلعمیکملوزیم4مومطوامیکتمازمقطسملیمآنم6ماست.ماینملوزیمرامرسممکنید.-



پرسش های چهارگزینه ای

فصل اول / درس اول: ترسیم های هندسی

م1 اسضمکنیدمپلرهمخطمABمومخطمdمبسممممعمودم	یسهند.مرویمخطمdمچندم	قطهموجودمداردمکهمازم	قطهمملیمAمومBمبهمیکمالصلهما	د؟-
4( نامتناهی 3( صفرم 2( 1م 1( 2م

م2 	قطهمیمAمومخطمdمدرمیکمصفحهم	فسوضما	د.مدرماینمصفحهمچندم	قطهموجودمداردمکهمازمAمبهمالصلهميم	علوممkمومازمdمبهمالصلهميم	علومم-
ممسهند؟م k′

4( حداکثر 2 نقطه 3( حداکثر 4 نقطهم 2( 2 نقطهم 1( 4 نقطهم

م3 دوم	قطهميمAمومBمومخطمdمدرمیکمصفحهم	فسوضما	د.میعدادم	قطهمملیتمازماینمصفحهمکهمازمخطمdمبهمالصلهميمLمبودهمومازمدوم	قطهميمAموم-
Bم	یزمبهمیکمالصلهمبلشند،مکداممیکم	متمیوا	دمبلشد؟

4( نامتناهی 3( صفرم 2( 2م 1( 1م

م4 ′Dمبهمیکمالصلهممسهند؟م- چندم	قطهمرویمدایسهميم	فسوضمCموجودمدار	دمکهمازمدومخطم	هقلطعمDموم
4( حداکثر 4 3( 4م 2( 2م 1( حداکثر 2م

م5 	سکزمدایسهمملیتمکهمبسمدومخطم	هقلطعم	ملسممسهند،مچهمشکلتمدرستم	تمکنند؟-
4( مستطیل 3( دو خط موازیم 2( دو خط عمود بر همم 1( دایرهم

م6 چندم	قطهمرویمدایسهميم	فسوضمCموجودمداردمکهمازم	قطهمملیم	فسوضمAمومBمبهمیکمالصلهممسهند؟-
4( حداکثر 2 3( 2م 2( 1م 1( صفرم

م7 	سکزمدایسهمملیتمکهمازمدوم	قطهميمثلبتمAمومBم	تمگذر	د،مچهمشکلتمدرستم	تمکنند؟-
AB 4( هر خط گذرنده از وسط 3( دو خط موازی ABم 2( عمودمنصف ABم 1( دایره ای به قطر ABم

م8 سهم	قطهميمAم،مBمومCمرویمدایسهمایمقسارمدار	د.مکداممگزینهم	سکزمدایسهمرام	شخصم	تمکند؟-
ACB و CAB 2( نقطه ي برخورد نیمسازهای زاویه های 1( نقطه ی برخورد عمودمنصف های AB و BCم

ABCD در متوازی الاضلاع D 4( رأس 3( نقطه ي برخورد عمودمنصف AB و نیمساز زاویه ي ACBم

پلرهمخطمABمبهمطوام10م	فسوضماست.مبهم3میستمبعدیمپلسخمدمیدث

م9 چندم	قطهمدرمصفحهموجودمدار	دمکهمازمAمبهمالصلهميم7مومازمBمبهمالصلهميم2ممسهند؟-
4( صفر 3( نامتناهیم 2( 2م 1( 1م

م10 چندم	قطهمدرمصفحهموجودمدار	دمکهمازمAمبهمالصلهميم3مومازمBمبهمالصلهميم7ممسهند؟-
4( صفر 3( نامتناهیم 2( 2م 1( 1م

م11 چندم	قطهمدرمصفحهموجودمدار	دمکهمازمAمبهمالصلهميم5مومازمBمبهمالصلهمیم6ممسهند؟-
4( صفر 3( بی شمارم 2( 2م 1( 1م

م12 مازمیکمدیگسم5ماست.م	یموعهمیم	قطهمملیتمازمصفحهمکهم	یموعمالصلهمملیمآنمملمازماینمدومخطمبسابسم5م- d′ الصلهميمدومخطم	وازیمdموم
است،مکدامماست؟

4( یک خط 3( ناحیه ي بین دو خطم 2( تهیم 1( دو خط موازیم

م13 درمیستمقبدم	یموعهمیم	قطهمملیتمکهم	یموعمالصلهمملیمآنمملمازمدومخطمبسابسم7ماست،مکدامماست؟-
4( ناحیه ي بیرون دو خط 3( یک خطم 2( دو خط موازیم 1( تهیم

م14 مبسابسم3ماست،مکدامماست؟م- d′ بلمشسطمملیمیستم12،م	یموعهمیم	قطهمملیتمازمصفحهمکهم	یموعمالصلهمملیمآنمملمازمدومخطمdموم
4( محدوده ي خارج این دو خط  3( دو خطم ′dم 2( یک خط موازی d و  1( تهیم

فصل اول: ترسیم های هندسی و 
استدلال
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م15 درمیستم12،م	یموعهمیم	قطهمملیتمکهمیفلضدمالصلهميمآنمملمازماینمدومخطمبسابسم5ماست،مکدامماست؟-
4( فضای خارج دو خط 3( دو خطم 2( یک خط م 1( تهیم

م16 مبسابسم3ماست،مکدامماست؟م- d′ درمیستم12،م	یموعهمیم	قطهمملیتمکهمیفلضدمالصلهميمآنمملمازمdموم
4( یک خط 3( محدوده ي بین دو خطم 2( دو خط موازیم 1( تهیم

م17 مبهمکمکمخطمکشمومپسگلرمقلبدمرسمما	د؟م- 075 موم 015 ،م 030 ،م 045 ،م 060 چندیلمازمزاویهمملیم
5 )4 3( 4م 2(  3م 1( 2م

م18 مومداشهنمخطمکشمومپسگلر،مکداممیکمازمزاویهمملیمزیسمقلبدمرسمم	یست؟م- 040 بلم	علوممبودنمزاویهمیم
 065  )4 م / 022 5  )3 م / 017 5  )2 م 072  )1

م19 AC=8،مچندم	:لثم	ل	ندمABCم	شخصم	تمشود؟- موم B̂= 045 AB=8،م بلم	علو	لتم
4( هیچ 3( 3م 2( 2م 1( 1م

م20 م)دومضلعموماریفلعمواردمبسمضلعمسوم(مچندم	:لثم	هملیزم	تمیوانمرسممکسد؟- b=3 موم c=2 ،م ah =1 بلم	علو	لتم

4( صفر 3( نامتناهیم 2( 2م 1( 1م
م21 مبسابسمکدامماست؟م- ah مقلبدمرسمماست.ما	دازهميم ah موماریفلعمواردمبسمضلعمسومم c=4موم b=7 ینهلمیکم	:لثمABCمبلمدادهمملیمدومضلعم

8 )4 3( 7م 2( 4م 1( 3م

م22 ؟م- ch =5 موم bh =3 ،م Â = 030 چندم	:لثمغیسمممنهشتم	ل	ندمABCمداریممکهم

2 )4 3( 1م 2( صفرم 1( نامتناهیم
م23 BC=5،مچندمدایسهموجودمداردمکهم	سکزمآنمملمرویماریفلعم	ظیسمضلعمBCماستم- AC=4مو AB=3،م 	:لثمABCم	فسوضماست.ماگسم

ومازمدوم	قطهميمBمومCم	تمگذر	د؟
4( نامتناهی 3( 2م 2( 1م 1( صفرم

م24 ABC.م	حدمبسخوردم	یمسلزمزاویهمیم- BACˆˆ =2 	قطهمملیمAمومBمدرمصفحهمثلبتممسهندموم	قطهميمCمطوریمدرمصفحهمیغییسم	تمکندمکهم
ABCمبلمپلرهمخطمACموقهتم	قطهميمCمیغییسم	تمکندمچهمشکلتمدرستم	تمکند؟

AB 4( خطی عمود بر 3( خطی موازی با ABم 2( یک دایرهم 1( یک نقطهم
م25 پلرهمخطمABمبهمطوام10م	فسوضماست.مدمل	هميمپسگلرمرامیکمبلرمبهما	دازهميمaمومبلرمدیگسمبهم-

ا	دازهميمbمبلزم	تمکنیممومازم	قطهميمAمدومکملنم	تمز	یم.مسپسمبلممملنما	دازهممل،مکملنمملیتمازم
	قطهمیمBم	تمز	یمموم	ل	ندمشکد،مدوم	قطهمیمبسخوردمرامCمومDم	تم	ل	یم.مبلمکداممشسطمACBDم

	تمیوا	دم	هوازیماصضلاعمبلشد؟
b=18 a و  =5  )1

a b+ =9  )2
 b=7 a و  =6  )3

4( همواره متوازی الاضلاع است.
م26 مقلبدمرسمماست.مچندم	قدارمصحیحمبسایمmموجودمدارد؟- m+4 2 لوزیمبلمطوامضلعم5مومطوامقطسم

3 )4 3( 2م 2( 1م 1( صفرم

A

B

C

D

ab



راه حل تمرین ها

فصل اول: ترسیم های هندسی و استدلال

می کنیم. سپس م1 ترسیم  واحد  به طول 8  را   BC ضلع 
عمودمنصف BC را رسم می کنیم. به مرکز H، وسط BC و شعاع 
5 کمانی رسم می کنیم. محل برخورد این کمان با عمودمنصف 

BC را A می نامیم. مثلث ABC مثلث موردنظر است.

الف( پاره خط AB به طول 8 سانتی متر را رسم می کنیم. م2
دهانه ي پرگار را به اندازه ی بیش از نصف AB باز می کنیم و 
به مرکز A و B کمان هایی می زنیم تا یک دیگر را در نقطه های 

M و N قطع کنند. خط MN جواب است.

AB باز شود، 
2

ب( توجه کنید که اگر دهانه ي پرگار کم تر از 

دو کمانی که در بند )الف( گفتیم، یک دیگر را قطع نمی کنند. 
پس دو نقطه به فاصله ي 8 سانتی متر از A و B داریم و هیچ 

نقطه ای به فاصله ي 3 سانتی متر از A و B نداریم.
اما اگر شعاع کمان ها 4 باشد، دو کمان بر هم مماس می شوند 
و در وسط پاره خط AB به هم می رسند. یعنی فقط یک نقطه 

داریم که از A و B به فاصله ی 4 سانتی متر است.
می دانیم هر نقطه روی نیمساز زاویه، از دو ضلع زاویه به م3

′L نیمسازهای زاویه های بین دو خط  یک فاصله است. اگر L و 
 d باشند، هر نقطه روی این نیمسازها از دو خط d′ متقاطع d و 
′d به یک فاصله است. معلوم است که نقطه هاي برخورد دو  و 

′L با دایره ي C ، ویژگی مورد نظر را دارند. خط L و 

چون هر خط دایره را حداکثر در دو نقطه قطع می کند، پس این 
مسأله حداکثر چهار جواب ممکن است داشته باشد.

نیمساز زاویه ي O را رسم می کنیم. از نقطه ي A خطی م4
عمود بر این نیمساز رسم می کنیم تا ضلع های زاویه ی O را در 

B و C قطع کند )شکل را ببینید(. این خط جواب است.
دلیدث در مثلث OH ، OBC هم نیمساز و هم ارتفاع است. پس 

این مثلث متساوی الساقین است و در نتیجه
 OBC OCBˆˆ =

می دانیم هر نقطه روی عمودمنصف پاره خط AB از دو م5
نقطه ي A و B به یک فاصله است. اگر L عمودمنصف پاره خط 
با این عمودمنصف ویژگی   d باشد، نقطه ي برخورد خط AB

مورد نظر را دارد.
در صورتی که خط d با L موازی باشد، مسأله جواب ندارد.
اگر خط d بر L منطبق باشد، مسأله نامتناهی جواب دارد.

اگر d و L متقاطع باشند )مانند شکل(، مسأله یک جواب دارد.
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∆ را عمود بر d م6 از نقطه ي دلخواه A روی خط d خط 
رسم می کنیم )شکل )1( را ببینید(. 

به مرکز A و شعاع 3 کمانی می زنیم و محل برخورد آن را با 
∆، B می نامیم )شکل )2( را ببینید(.

از نقطه ي B خطی موازی d رسم می کنیم )شکل )3( را ببینید(. 
این خط، خط مورد نظر است.

از نمادگذاری شکل زیر استفاده می کنیم که در آن L م7
′L دو خط موازی d و به فاصله ي 3 از آن هستند و همچنین  و 
′d و به فاصله ي 4 از آن هستند.  ∆′ خط هایی موازی  ∆ و 
محل برخورد این خط ها، نقطه هاي مطلوب هستند )نقطه های 

C ،B ،A و D در شکل(.

∆ را موازی d و به فاصله ي 2 از آن م8 مطابق شکل خط 

′d و به فاصله ي 2 از آن در نظر  ∆′ را موازی  و همچنین خط 

است  نظر  نقطه ي مورد  این دو خط  برخورد  می گیریم. محل 

)نقطه ي M در شکل(.

مانند مسأله ی قبل نقطه های M و N را به گونه ای پیدا م9

′d و N به فاصله ي b از  می کنیم که M به فاصله ي a از d و 

′d قرار دارند. خطی که از M و N می گذرد، جواب مسأله  d و 

است.

030 رسم می کنیم. سپس م10 ابتدا زاویه ي A را مساوی 

خطی موازی با یک ضلع این زاویه مثلًا Ay و به فاصله ي 3 از 

آن رسم می کنیم تا ضلع دیگر را در B قطع کند. همچنین خطی 

 Ay و به فاصله ي 4 از آن رسم می کنیم تا ضلع Ax موازی ضلع

را در C قطع کند. مثلث ABC ، مثلث مورد نظر است.

B

A

C
x

y

H

H�

4

3

0
30
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پاره خط دلخواه BC را رسم کنید. به مرکز B و C و م11
A قطع  نقطه ي  را در  تا یک دیگر  بزنید  BC دو کمان  شعاع 
و  است  متساوی الاضلاع   ABC مثلث  صورت  این  در  کنند. 

. با رسم نیمساز زاویه ي B، دو زاویه ي 30 درجه و با  B̂= 060

این زاویه های 30 درجه، دو زاویه ي 15  از  نیمساز یکی  رسم 
درجه ایجاد می شود.

. زاویه ي م12 Â= 090 AC و  b=  ،AB c= فرض می کنیم 
قائمه ي xAy را رسم می کنیم )روش رسم دو خط عمود بر هم 
کمانی   C شعاع  و   A مرکز  به  دیده ایم(.  درس  متن  در  را 
می زنیم تا Ax را در B قطع کند. سپس به مرکز A کمانی به 

شعاع b می زنیم تا Ay را در C قطع کند.
مثلث ABC ، مثلث مطلوب است.

می کنیم. م13 رسم  شکل  مطابق  را   xAy قائمه ي  زاویه ي 
 .AB=5 نقطه ي B را روی Ax طوری انتخاب می کنیم که 

 C را در Ay و شعاع 10 کمانی می زنیم تا B اکنون به مرکز
قطع کند.

مثلث ABC مثلث مطلوب است.

فرض کنید مثلث رسم شده است. BC را از طرف B م14

به اندازه ي ساق AB امتداد می دهیم تا به نقطه ي D برسیم و 

همین کار را از طرف C انجام می دهیم تا E به دست آید. در این 

صورت DE برابر محیط مثلث است. مثلث ABC به سادگی 

 AD قابل رسم است )مسأله ي قبل را ببینید(. عمودمنصف های

و AE ضلع DE را در B و C قطع می کنند. مثلث ABC مثلث 

مطلوب است.

رسم م15 سانتی متر   4 اندازه ي  به  را   BC پاره خط  ابتدا 

به  می کنیم  رسم  را   Cx نیم خط   C رأس  از  سپس  می کنیم. 

030 بسازد )شکل را ببینید(. سپس  طوری که با BC زاویه ي 

به مرکز M )وسط BC( و شعاع 3 کمانی می زنیم تا نیم خط 

Cx را در A قطع کند. مثلث ABC مثلث مطلوب است.

مسأله را حل شده فرض می کنیم )از نمادگذاری شکل م16

زیر استفاده می کنیم(. فرض کنید ضلع BC و قطر DB معلوم 

باشند. مثلث قائم الزاویه ي DBC را با معلومات وتر و یک ضلع 

زاویه ي قائمه می توان رسم کرد )مسأله ي قبل را ببینید(. پس 

از رسم این مثلث، از B خطی موازی DC و از D خطی موازی 

BC رسم می کنیم. محل برخورد این دو خط، نقطه ي A ، رأس 

چهارم مستطیل است.



پاسخ پرسش های چهارگزینه ای

فصل اول: ترسیم های هندسی و استدلال

م1 فاصله -مگزینهمیم یک  به   B و   A از  که  نقطه هایی  2م

هستند، روی عمودمنصف AB قرار دارند.
بنابراین نقطه های مورد نظر محل برخورد عمودمنصف پاره خط 

AB و خط d هستند.
چون خط d بر AB عمود نیست، پس عمودمنصف را دقیقاً در 

یک نقطه قطع می کند.

م2 k -مگزینهمیم معلوم  فاصله ي  به   A از  که  نقطه هایی  3م

هستند، دایره ي به مرکز A و شعاع k هستند. از طرف دیگر، 
′k هستند، دو خط موازی  نقطه هایی که از خط d به فاصله ي 
با d هستند. نقطه های برخورد این دو خط موازی با دایره ي به 
مرکز A ، نقطه های مورد نظر هستند. تعداد این نقطه ها حداکثر 

4 تا است.
م3 L -مگزینهمیم فاصله ي  به   d خط  از  که  نقطه هایی  1م

هستند، دو خط موازی d هستند. از طرف دیگر نقطه هایی که 
از دو نقطه ی A و B به یک فاصله هستند، روی عمودمنصف 
برخورد  نقطه های  نظر،  مورد  نقطه های  پس  دارند.  قرار   AB
عمودمنصف AB با دو خط موازی d هستند )شکل را ببینید(. 
که  )زمانی  است  صفر  یا  نظر  مورد  نقطه های  تعداد  بنابراین 
∆′ موازی باشد( یا نامتناهی است )زمانی  ∆ و  عمودمنصف با 
است   2 یا  شود(  منطبق   ′∆ یا   ∆ بر   AB عمودمنصف  که 

∆′ موازی نباشد(.  ∆ و  )زمانی که عمودمنصف با 

A

B

d

�

��

م4 ′D به -مگزینهمیم نقطه هایی که از دو خط متقاطع D و  4م
یک فاصله هستند، روی نیمسازهای زاویه های بین دو خط قرار 

دارند. 
هر یک از این نیمسازها دایره را حداکثر در دو نقطه می تواند 
قطع کند، پس حداکثر 4 نقطه با خاصیت مورد نظر پیدا می شود.

م5 مرکز دایره های مورد نظر، از دو خط متقاطع -مگزینهمیم 2م
نیمسازهای  روی  دایره ها،  این  مرکز  پس  فاصله اند.  یک  به 
زاویه های بین دو خط قرار دارند. این نیمسازها، دو خط عمود 

بر هم هستند.

م6 نقطه هایی که از دو نقطه ی A و B به یک -مگزینهمیم 4م
را تشکیل می دهند. پس   AB پاره خط  فاصله اند، عمودمنصف 
جواب مسئله محل برخورد این عمودمنصف با دایره ي C است.

خط و دایره حداکثر در دو نقطه یک دیگر را قطع می کنند.
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م7 از -مگزینهمیم B می گذرد،  و   A از  دایره ای که  مرکز  2م
این دو نقطه به یک فاصله است. پس مرکزهای این دایره ها 

روی عمود منصف AB قرار دارند.

م8 اگر نقطه های B ، A و C روی دایره ی به -مگزینهمیم 1م
مرکز O قرار داشته باشند، چون OB با OA برابر است، پس 
O روی عمودمنصف AB است و چون OC با OB برابر است، 
پس مرکز O روی عمودمنصف BC است. بنابراین مرکز دایره، 

نقطه ي برخورد عمودمنصف های AB و BC است.

م9 در واقع باید مثلثی با طول ضلع های 10، 7 -مگزینهمیم 4م
و 2 وجود داشته باشد )شکل را ببینید(. 

بنابراین باید نابرابری 
 AB AC BC< +

 . > +10 7 2 درست باشد، اما 
بنابراین هیچ نقطه ای با این ویژگی نداریم.

A B

C

7 2

10

م10 باشند، -مگزینهمیم  3 فاصله ي  به   A از  که  نقطه هایی  1م
 B و شعاع 3 هستند. نقطه هایی که از A روی دایره ي به مرکز
به فاصله ي 7 هستند، روی دایره ی به مرکز B و شعاع 7 قرار 

دارند.
این دو دایره است.  بنابراین نقطه ي مورد نظر، محل برخورد 
AB=10، پس این دو دایره مماس بر هم  مطابق شکل چون 

هستند و مسئله یک جواب دارد. 

A B

3 7

هستند، -مگزینهمیمم11 فاصله ي 5  به   A از  که  نقطه هایی  2م
روی دایره ای به مرکز A و شعاع 5 قرار دارند. همچنین نقطه هایی 
که از B به فاصله ي 6 هستند، روی دایره ای به مرکز B و شعاع 
چون  می شود،  دیده  شکل  در  که  همان طور  دارند.  قرار   6
قطع  را  یک دیگر  نقطه  دو  در  دایره  دو  این  پس   ،AB=10

می کنند.

A B

65

10

با توجه به شکل، هر نقطه ای که بین این دو -مگزینهمیمم12 3م
خط است، مجموع فاصله هایش از این دو خط برابر 5 است.

 MH MH′+ =5

M

H

H�

d

d�

5

بیرون -مگزینهمیمم13  d از   1 فاصله ي  به  را   M نقطه ي  2م
′d در نظر می گیریم )شکل را ببینید(: ناحیه ی بین d و 

 MH MH′+ = + =1 6 7
′d و بیرون  ′M را به فاصله ي 1 از  به همین ترتیب، نقطه ي 
′d در نظر بگیرید )مجدداً شکل را ببینید(.  ناحیه ي بین d و 

این نقطه نیز ویژگی مورد نظر را دارد.
خط  دو  دارند  را  ویژگی  این  که  نقطه هایی  مجموعه ي  پس 
∆ و  ′M هستند )خط های  ′d و گذرنده از M و  موازی d و 

∆′ را در شکل ببینید(. 

دو -مگزینهمیمم14 بین  نقطه  هر  فاصله هاي  مجموع  چون  1م
خط موازی، از آن دو خط، برابر فاصله ي آن دو خط )5( است 
و نقطه های خارج ناحیه ی بین دو خط قطعاً مجموعي بزرگ تر 

از 5 دارند، پس مجموعه ي مورد نظر تهی است. 



44 مالدماواثمیسسیممملیممندستموماسهدصام

دو -مگزینهمیمم15 بین  ناحیه ی  خارج   M دلخواه  نقطه ی  4م
′d را در نظر بگیرید:  خط d و 

 MH MH MH HH MH HH( )′ ′ ′− = + − = =5

بنابراین مجموعه ي نقطه هایی که این ویژگی را دارند، ناحیه ي 
′d است.  خارج دو خط موازی d و 

در تست قبل دیدیم که تفاضل فاصله های -مگزینهمیمم16 2م
هر نقطه خارج دو خط برابر 5 است. پس اگر نقطه ای با شرایط 
باشد. فرض  دو خط  این  بین  باید  باشد،  داشته  وجود  مسئله 

کنید M یکی از نقطه های مورد نظر باشد به طوری که
 MH MH′− =3

از طرف دیگر،
 MH MH′+ =5

نقطه های روی خط  نتیجه  ′MH. در  MH و1= =4 بنابراین 
′d ویژگی مورد نظر را دارند.  گذرنده از M و موازی d و 

به همین صورت اگر نقطه ای مانند N به فاصله ي 1 از d باشد، 
 d′ ویژگی مورد نظر را دارد. بنابراین خط گذرنده از N و موازی d و 
′d است.  ∆′ موازی d و  ∆ و  جواب است. بنابراین جواب، دو خط 

4م-مگزینهمیمم17

است  کافی   : 060 زاویه ي   )1
مثلث متساوی الاضلاع ABC را 
 BACˆ رسم کنیم. در این حالت 

060 است.  برابر 

 ، A از نقطه ي : 030 2( زاویه ي 
رسم   AC بر  را   Ax عمود 
می کنیم )شکل را ببینید(. در این 

 xABˆ = 030 صورت 

 Ay( را رسم کنیم xAC اگر نیمساز زاویه ي : 045 3( زاویه ی 
در شکل(،

 xAyˆ = 045

: نیمساز زاویه ي xAB را رسم می کنیم )At در  015 4( زاویه ي 
شکل(. در این صورت

 xAtˆ = 015

: به شکل قسمت )4( نگاه کنید:  075 5( زاویه ي 
 tAC tAB BACˆ ˆ ˆ= +

 = + =0 0 015 60 75

کنیم، -مگزینهمیمم18 رسم  را   040 زاویه ي  نیمساز  اگر  1م

020 را  020 به دست می آید. اکنون اگر نیمساز زاویه ي  زاویه ي 
010 به دست می آید.  رسم کنیم، زاویه ي 

     
به همین صورت  و   05 زاویه ي   ، 010 زاویه ي  نیمساز  با رسم 

/ به دست می آید.  02 5 زاویه ي 
020 را می توان رسم  010 و   ، 05  ، / 02 5 پس تا این جا زاویه های 

کرد. 
زاویه ي  پس  گرفتیم،  یاد  درس  متن  در  را   060 زاویه ي 
/ را  02 5 020 و  + را می توان رسم کرد. زاویه ی  =0 0 060 5 65

را   / /+ =0 0 020 2 5 22 5 زاویه ي  پس  کرد،  رسم  می توان 
می توان رسم کرد. 

060 می توان رسم کرد  030 را با رسم نیمساز زاویه ی  زاویه ي 
015 را نیز رسم کرد، در نتیجه زاویه ي  پس می توان زاویه ي 

/ را نیز می توان رسم کرد.  /+ =0 0 015 2 5 17 5
پس فقط گزینه ي )1( را نمی توان رسم کرد.
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