


بهنامخدا

هدف مان از نوش��تن این کتاب فراهم آوردن مس��یری است که در آن هم بتوانید مطالب کتاب ریاضیات گسسته را یاد بگیرید 
و بر آن ها مس��لط ش��وید، هم مطالب کتاب آمار و احتمال را مرور کنید. این کتاب 8 فصل دارد. هر فصل از چند درس تشکیل 

شده است. فصل نهم ویژۀ »آزمون های جامع« است. 
هر درس از سه قسمت تشکیل شده است:

1-درسنامه: در درس نامه ها مطالب را با جزئیات کامل، همراه با مثال های کلیدی و آموزنده آورده ایم. 

2-دس��تگرمی: پس از درس نامه چندین پرسش چهارگزینه ای با عنوان »دست گرمی« آمده است. این پرسش ها معیاری است 

برای اینکه بفهمید تا چه حد درس را خوب یاد گرفته اید. 
3-آزمونها: در نهایت سعی کرده ایم در آزمون های طبقه بندی شده مطالب آن درس را قرار دهیم. 

در انتهای هر فصل، برگزیده ای از سؤالات کنکورهای سال های قبل را قرار داده ایم. 
با نگاهی به کنکورهای دو سال اخیر مشخص می شود که برگزارکنندگان اهمیت ویژه ای برای درس های ریاضیات گسسته و آمار 

و احتمال در نظر گرفته اند. پس لازم است شما دانش آموزان عزیز با تست های گوناگون در این دو درس آشنا شوید. 
 وظیفۀ خود می دانیم از همکاران عزیزمان در نشر الگو، خانم فهیمه گودرزی و دکتر آریس آقانیانس برای مطالعه و ویرایش کتاب، 

خانم ها فاطمه احدی و راضیه صالحی برای صفحه آرایی و سکینه مختار مدیر واحد فنی و ویرایش تشکر و قدردانی کنیم.

مؤلفان

پیشگفتار



فهرست

فصل اول: شمارش، بدون شمردن ��

2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: شمارش.

8 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 1: اصل جمع و اصل ضرب 

9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 2: آزمون جامع شمارش

10 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: جایگشت

13 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 3: جایگشت

14 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس سوم: ترکیب.

19 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 4: ترکیب 

21 . . . . . . . . آزمون 5: آزمون جامع فصل اول )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(

فصل دوم: آشنایی با نظریۀ اعداد ��

24 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: استدلال ریاضی

30 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 6: استدلال ریاضی

32 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم / بخش اول: بخش پذیری و اعداد اول

40 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 7: بخش پذیری )1(

41 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 8: بخش پذیری )2(

42 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 9: اعداد اول

43 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 10: آزمون جامع بخش پذیری و اعداد اول

44 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم / بخش دوم: ب.م.م. و ک.م.م.

51 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 11: ب.م.م. 

52 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 12: ک.م.م. 

53 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 13: آزمون جامع ب.م.م. و ک.م.م.

54 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم / بخش سوم: قضیۀ تقسیم و کاربردها

59 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 14: قضیۀ تقسیم

60 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 15: کاربردهای قضیۀ تقسیم

61 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 16: آزمون جامع قضیۀ تقسیم و کاربردها

62 . . . . . . . . . . . . . درس سوم / بخش اول: هم نهشتی، مفاهیم اولیه و ویژگی ها

73 . . . . . . . . . . . . . . آزمون 17: مفهوم هم نهشتی و ویژگی های رابطۀ هم نهشتی 

74 . . . . . . . . . . . . . . آزمون 18: باقی ماندۀ تقسیم اعداد توان دار بر اعداد طبیعی

75 . . . . . . . . . آزمون 19: آزمون جامع هم نهشتی، مفاهیم اولیه و ویژگی ها )1(

76 . . . . . . . . . آزمون 20: آزمون جامع هم نهشتی، مفاهیم اولیه و ویژگی ها )2(

77 . . . . . . . . . . درس سوم/ بخش دوم: قاعده های بخش پذیری و تقویم نگاری

82 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 21: قاعده های بخش پذیری

83 . . . . . . . . . آزمون 22: آزمون جامع قاعده های بخش پذیری و تقویم نگاری 

84 . . . . . . . . درس سوم/ بخش سوم: معادلۀ هم نهشتی و معادلۀ سیالۀ خطی

89 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 23: معادلۀ هم نهشتی

90 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 24: معادلۀ سیالۀ خطی

91 . . . . . . . . . آزمون 25: آزمون جامع معادلۀ هم نهشتی و معادلۀ سیالۀ خطی

92 . . . . . . آزمون 26: آزمون جامع فصل دوم )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(

فصل سوم: گراف و مدل سازی ��

96 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول / بخش اول: معرفی گراف و مفاهیم اولیه

107 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 27: تا ابتدای حداکثر تعداد یال های گراف 

109 . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 28: آزمون جامع معرفی گراف و مفاهیم اولیه.

110 . . . . . . . . درس اول / بخش دوم: انواع گراف، مکمل گراف و زیرگراف

115 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 29: گراف منتظم و گراف کامل

116 . . . . . . . . آزمون 30: آزمون جامع انواع گراف، مکمل گراف و زیرگراف

117 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول / بخش سوم: مسیر، دور و همبندی

126 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 31: مسیر

127 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 32: دور

129 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 33: آزمون جامع مسیر، دور و همبندی 



131 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: مدل سازی با گراف

141 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 34: تعریف و مفهوم احاطه گری

143 . . . . . . . . . . آزمون 35: مجموعۀ احاطه گر مینیمم و عدد احاطه گری )1(.

145 . . . . . . . . . . آزمون 36: مجموعۀ احاطه گر مینیمم و عدد احاطه گری )2(.

147 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 37: مجموعۀ احاطه گر مینیمال
آزمون 38: یک کران پایین برای عدد احاطه گری - عدد احاطه گری گراف های 

149 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
n

C  و 
n

P

151 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 39: آزمون جامع مدل سازی با گراف 

153 . . . . آزمون 40: آزمون جامع فصل سوم )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(

فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش( ��

156 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول / بخش اول: یادآوری

161 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 41: یادآوری )1(

162 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 42: یادآوری )2(

درس اول / بخش دوم: جایگشت باتکرار و معادلۀ خطی با ضرایب واحد 163

168 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 43: جایگشت باتکرار

169 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 44: معادلۀ خطی با ضرایب واحد

آزمون 45: آزمون جامع جایگشت باتکرار و معادلۀ خطی با ضرایب واحد 170

171 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول / بخش سوم: مربع لاتین

180 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 46: تا ابتدای مربع لاتین چرخشی

182 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 47: آزمون جامع مربع لاتین

184 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم / بخش اول: اصل شمول و عدم شمول

195 . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 48: اصل شمول و عدم شمول برای دو مجموعه

196 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 49: اصل شمول و عدم شمول در حالت کلی

197 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 50: شمارش تعداد توابع

198 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 51: آزمون جامع اصل شمول و عدم شمول

199 . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم/ بخش دوم: اصل لانه کبوتری و تعمیم آن.

206 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 52: اصل لانه کبوتری

207 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 53: تعمیم اصل لانه کبوتری 

208 . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 54: آزمون جامع اصل لانه کبوتری و تعمیم آن

210 . آزمون 55: آزمون جامع فصل چهارم )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(

فصل پنجم: آشنایی با مبانی ریاضیات ��

214 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: آشنایی با منطق ریاضی.

224 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 56: آشنایی با منطق ریاضی )1(

226 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 57: آشنایی با منطق ریاضی )2(

227 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 58: آشنایی با منطق ریاضی )3(

229 . . . . . . . درس های دوم و سوم: مجموعه، زیرمجموعه و جبر مجموعه ها

240 . . . . . . . آزمون 59: مجموعه و زیرمجموعه تا ابتدای افراز یک مجموعه

242 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 60: افراز مجموعه ها

243 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 61: جبر مجموعه ها تا ابتدای ضرب دکارتی

244 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 62: ضرب دکارتی

245 . . . . . . آزمون 63: آزمون جامع مجموعه، زیرمجموعه و جبر مجموعه ها

246 . . . آزمون 64: آزمون جامع فصل پنجم )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(

فصل ششم: احتمال ��

250 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: مبانی احتمال

258 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 65: پیشامدهای تصادفی

260 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 66: اصول احتمال

262 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 67: ویژگی های تابع احتمال

264 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 68: آزمون جامع مبانی احتمال

266 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: احتمال غیرهم شانس

269 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 69: احتمال غیرهم شانس

271 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس سوم: احتمال شرطی

278 . . . . . . . . . . . . آزمون 70: تعریف احتمال شرطی و کاهش فضای نمونه ای

280 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 71: قانون ضرب احتمال

282 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 72: قانون احتمال کل

284 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 73: قانون بیز

286 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 74: آزمون جامع احتمال شرطی )1(

288 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 75: آزمون جامع احتمال شرطی )2(

290 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس چهارم: پیشامدهای مستقل و وابسته

294 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 76: پیشامدهای مستقل و وابسته 

296 . . آزمون 77: آزمون جامع فصل ششم )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(



فصل هفتم: آمار توصیفی ��

302 . . . درس اول: مقدمه ای بر علم آمار، جامعه و نمونه، متغیر و انواع آن

305 . . آزمون 78: مقدمه ای بر علم آمار، جامعه و نمونه، متغیر و انواع آن 

307 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم : توصیف و نمایش داده ها

314 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 79: توصیف و نمایش داده ها 

316 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس سوم: معیارهای گرایش به مرکز

324 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 80: میانگین

326 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 81: آزمون جامع معیارهای گرایش به مرکز

328 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس چهارم: معیارهای پراکندگی

334 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 82: واریانس و انحراف معیار

335 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 83: ضریب تغییرات و نمودار جعبه ای

337 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 84: آزمون جامع معیارهای پراکندگی 

339 . . . آزمون 85: آزمون جامع فصل هفتم )برگزیدۀ کنکورهای سراسری(

فصل هشتم: آمار استنباطی ��

344 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس اول: گردآوری داده ها

352. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 86: گردآوری داده ها 

354 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درس دوم: برآورد

360 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 87: برآورد

فصل نهم: آزمون های جامع ��

362 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 88: آزمون جامع )1(

363 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 89: آزمون جامع )2(

364 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 90: آزمون جامع )3(

366 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون 91: آزمون جامع )4(

فصل دهم: پاسخ تشریحی تست های دست گرمی ��

368 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ تشریحی تست های دست گرمی.

فصل یازدهم: پاسخ تشریحی آزمون ها ��

408 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پاسخ تشریحی آزمون ها

فصل دوازدهم: پاسخنامۀ کلیدی ��

534 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دست گرمی

536 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آزمون ها



فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(

درس اول / بخش سوم: مربع لاتین

مربعلاتین
n که خانه های آن با عددهای طبیعی 1 تا n طوری پر ش��ده اند که در هیچ س��طر و هیچ ستون آن عددی تکراری وجود  n× به جدولی 
n می گوییم. به هریک از اعداد درون مربع لاتین یک درایه می گوییم. n× نداشته باشد، یک مربع لاتین از مرتبۀ n یا یک مربع لاتین 

1  وجود دارد. 1× با توجه به تعریف، واضح است که فقط یک مربع لاتین 

کدام جدول مربعی لاتین از مرتبۀ 4 است؟
3 4

1

4

3141

3

4

1 2

3

1 2

2

 )4  

1 2

1

4

1432

1

4

3 4

3

2 3

2

 )3  

2 4

1

2

3142

1

4

3 1

2

3 4

3

 )2  

1 4

1

4

2134

1

3

2 3

4

2 3

2

 )1

در جدول گزینۀ )1( عدد 4 در س�تون چهارم تکرار ش�ده اس�ت، در جدول گزینۀ )3( عدد 1 در س�تون چهارم تکرار ش�ده است و در جدول گزینۀ )4( 
عدد 1 در س�طر چهارم تکرار ش�ده است، پس هیچ یک از این س�ه جدول مربع لاتین نیستند. اکنون به سادگی می توان دید که جدول گزینۀ )2( مربعی 

لاتین از مرتبۀ 4 است. 

چند مربع لاتین از مرتبۀ 2 وجود دارد؟
16 )4  4 )3  2 )2  1 )1

در نظر می گیریم. باید خانه های این جدول را با اعداد 1 و 2 طوری پر کنیم که در هر سطر و هر ستون هر  2 2× جدولی 
دو عدد 1 و 2 ظاهر شوند. دو خانۀ سطر اول را به یکی از دو طریق مقابل می توانیم پر کنیم: 

در هریک از این دو حالت خانه های س�طر دوم به صورت یکتا پر می ش�وند چون در هر س�تون باید هر دو عدد 1 و 2 را 
داشته باشیم. در نتیجه فقط دو مربع لاتین از مرتبۀ 2 وجود دارد. 

اگرAمربعیلاتینازمرتبۀnباش�د،هریکازعددهایطبیعی1تاnدرهرس�طروهرستونAدقیقاًیکبارظاهرمیشود.بنابراینهرکداماز
ایناعداددقیقاًدرnخانهازAنوشتهشدهاست.

مجموع درایه های سطر چهارم یک مربع لاتین از مرتبه n کدام می تواند باشد؟
153 )4  189 )3  172 )2  135 )1

چون در هر سطر و هر ستون یک مربع لاتین از مرتبۀ n، هریک از عددهای طبیعی 1 تا n درست یک بار ظاهر می شوند، پس مجموع درایه های هر سطر یا هر 

n به دست می آید. 17= n است. در بین گزینه ها، فقط عدد 153 به این صورت است که به ازای  n 1
2
+( ) ستون دلخواه یک مربع لاتین از مرتبۀ n برابر 

کدام جدول را می توان با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین گسترش داد؟

1

2

1

1

 )4  
3

1

2

1

 )3  
3

1

2

1

 )2  3

4

1

2

 )1

98 

1 

راهحل

2 

راهحل

3 

راهحل

4 



فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(
)172(

گزینه ها را یکی یکی بررسی می کنیم:
گزینۀ )1( درایۀ a نمی تواند برابر هیچ یک از اعداد 1، 2، 3 و 4 باشد. پس این جدول را نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد.

گزینۀ )2( هیچ یک از درایه های a و b نمی توانند برابر عدد 1 باشند. پس این جدول را نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد. 

گزینۀ )3( این جدول را به صورت مقابل می توان به مربعی لاتین گسترش داد.

گزین��ۀ )4( ع�دد 1 نمی تواند در هیچ یک از خانه های خالی س�طر س�وم قرار گیرد. پس این جدول را نمی ت�وان به مربعی لاتین 
گسترش داد. 

فرض کنید A مربعی لاتین از مرتبۀ 4 باش��د. برخی از درایه های A مش��خص ش��ده اند. مقدار x برابر چندتا از عددهای 1، 2، 3 و 4 
می تواند باشد؟

1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

ابتدا توجه کنید که اگر درایه های مربع لاتین A را به صورت روبه رو نام گذاری کنیم، چون در هیچ سطر و هیچ ستونی نباید عدد 
b a b       d c d2 2 1 2 2 3≠ ⇒ = ⇒ = ≠ ⇒ = ⇒ =, تکراری وجود داشته باشد، پس   

تا اینجای کار مربع لاتین A به صورت مقابل درمی آید:
x  x1 2≠ ≠,

اکنون نشان می دهیم x می تواند هر دو مقدار 3 و 4 را داشته باشد:

1

34

2

2

2 1

3

1 4 3

4

2 4

1

x 3� 1

34

2

2

2 1

3

1 3 4

4

2 3

1

x 4�

در یک مربع لاتین از مرتبۀ 4 که به صورت مقابل مش��خص ش��ده اس��ت، مجموع درایه های خانه های س��ایه دار 
حداکثر کدام است؟

27 )2   18 )1
32 )4   30 )3

10 است. بنابراین فقط x و y باقی  10 20+ = واضح است که مجموع درایه های ستون های دوم و چهارم از مربع لاتین روبه رو برابر 
. توجه کنید که  y 4= x و  3= می مانند. چون می خواهیم مجموع درایه های خانه های سایه دار ماکزیمم باشد، پس قرار می دهیم 
س�تون های دوم و چهارم مربع لاتین را می توان طوری پر کرد که درایه های س�طر س�وم آن ها برابر 1 و 2 باشند. در نتیجه بیشترین 

. 20 3 4 27+ + = مقدار مجموع این درایه ها برابر است با 

راهحل

1 x

34

2
A=

5 

1 x

34

2

a b

c

d

راهحل
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)173(

به چند طریق می توان دو خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 7 را انتخاب کرد که درایه های آن ها با هم برابر باشند؟
147 )4  126 )3  105 )2  84 )1

در مربع لاتین از مرتبۀ 7 هریک از اعداد 1 تا 7 دقیقاً در 7 خانه ظاهر می شوند. بنابراین برای انتخاب دو خانه با درایه های برابر، ابتدا یکی از اعداد 1 

.
7

7 7 21 147
2

 
 × = × =
 
 

تا 7 و سپس دو خانه شامل این عدد را انتخاب می کنیم. در نتیجه بنابر اصل ضرب، پاسخ برابر است با 

ساخت مربع لاتین جدید با تعویض جای دو سطر یا دو ستون

اگر در یک مربع لاتین جای دو س�طر یا دو س�تون را با هم عوض کنیم، جدول حاصل باز هم یک مربع لاتین اس�ت. چون مثلًا اگر جای دو س�طر از یک 
مربع لاتین را عوض کنیم، ترتیب قرارگیری درایه های آن دو سطر تغییر نمی کند و فقط دو درایه در دو ستون جابه جا می شوند. پس باز هم در هیچ سطر 

و هیچ ستونی درایۀ تکراری نداریم. 

تعدادی عمل »جابه جایی دو س��طر« و »جابه جایی دو س��تون« روی جدول مقابل انجام داده ایم. جدول حاصل 
کدام می تواند باشد؟

21 4

1 2

3

42

234

1

3

2

3

4

 )4  

23 14

1 2 3 4

4

3142

3 1 2
 )3  

23 14

3 2 4 1

4

3

312

1 4 2

 )2  

2

3

1

4

3

4

2

13

4

2

1 4

1

3

2

 )1

جدول داده ش�ده یک مربع لاتین اس�ت. اگر در یک مربع لاتین جای دو س�طر یا دو ستون را عوض کنیم، جدول حاصل باز هم یک مربع لاتین خواهد 
بود. پس اگر تعدادی عمل از این نوع انجام دهیم، باز هم یک مربع لاتین خواهیم داشت. در بین 4 جدول داده شده، فقط جدول گزینۀ )2( یک مربع 
لاتین است. در ستون سوم جدول گزینۀ )1( عدد 4 تکرار شده است، در ستون چهارم جدول گزینۀ )3( عدد 4 تکرار شده است و در سطر دوم جدول 

گزینۀ )4( عدد 2 تکرار شده است. توجه کنید که به کمک عمل های زیر می توانیم به مربع لاتین گزینۀ )2( برسیم.

ساخت مربع لاتین جدید با اعمال جایگشت

 a1 na جایگشتی از اعداد طبیعی 1 تا n باشد، با اعمال این جایگشت روی درایه های A، یعنی قرار دادن   a   a1 2 اگر A مربعی لاتین از مرتبۀ n و 

na به جای n، جدول حاصل باز هم یک مربع لاتین اس�ت چون در هر س�طر و هر س�تون A همۀ  a2 به جای 2، … و قرار دادن  به جای 1، قرار دادن 

اعداد طبیعی 1 تا n درست یک بار ظاهر شده اند. در نتیجه پس از اعمال جایگشت روی درایه های A در هر سطر و هر ستون جدول حاصل، همۀ اعداد 
na که شامل اعداد طبیعی 1 تا n هستند، درست یک بار ظاهر می شوند. پس جدول جدید نیز یک مربع لاتین است. ، … و  a2  ، a1

اگر مربع لاتین B از اعمال جایگشتی روی درایه های مربع لاتین A به دست آید، مربع لاتین A نیز از اعمال جایگشتی )عکس جایگشت قبلی( روی 
درایه های B به دست خواهد آمد.

7 

راهحل
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3

1

4

3

4

2

1 3

4

2

1 4

1

3

2

8 
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فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(
)174(

کدام مربع لاتین با اعمال یک جایگشت روی درایه های مربع لاتین مقابل به دست نمی آید؟

3 42 1

34 1 2

1

432 1

4 3 2
 )4  

3 42 1

3 4 1 2

1

4 321

4 3 2
 )3  

123 4

2 1 4 3

4

2134

1 2 3
 )2  

342 1

3 4 1 2

1

4321

4 3 2
 )1

 به دست می آید. اما با دیدن درایۀ سطر دوم 
1 2 3 4

2 1 4 3

 
 

↓ ↓ ↓ ↓ 
  
 

با مقایس�ۀ س�طر اول مربع لاتین داده شده و مربع لاتین گزینۀ )1( جایگشت 

و ستون اول در این دو مربع لاتین متوجه می شویم عمل تبدیل 3 به 4 انجام نشده است، پس مربع لاتین گزینۀ )1( نمی تواند با اعمال یک جایگشت 
روی درایه های مربع لاتین داده ش�ده به دس�ت آمده باش�د. توجه کنید که جایگشت های اعمال شده روی درایه های مربع لاتین داده شده برای ساخت 

مربع های لاتین گزینه های )2(، )3( و )4( به صورت زیر هستند:

 
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

3 2 4 1 2 1 3 4 3 4 2 1

     
     
     ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
     
     
     

 

گزینۀ )2(                                  گزینۀ )3(                                گزینۀ )4(

مرب��ع لاتین B از اعمال جایگش��تی روی درایه های مربع لاتین A به دس��ت آمده 
اس��ت. در مورد A و B اطلاعات مقابل داده ش��ده است. کدام جایگشت A را 

به B تبدیل می کند؟

1 2 3 4

4 1 2 3

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

 )4  
1 2 3 4

1 3 4 2

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

 )3  
1 2 3 4

3 1 4 2

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

 )2  
1 2 3 4

4 1 3 2

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

 )1

 باشد. در این صورت  
a b c d

1 2 3 4 
 

↓ ↓ ↓ ↓ 
  
 

فرض کنید جایگشتی که A را به B تبدیل می کند، به صورت 

و B به صورت مقابل درمی آید:  d 2= ، پس  از طرف دیگر، طبق فرض 

abcd جایگشتی از اعداد 1 تا 4 است. پس هیچ دو تا از c ،b ،a و d برابر نیستند. اکنون از اینکه در هیچ سطر و هیچ ستونی از B عدد تکراری  چون 
وجود ندارد، نتیجه می گیریم

c  c  c d c       b  b c b d b       a  a c a d a1 4 2 3 4 3 2 1 1 3 2 4≠ ≠ ≠ = ⇒ = ≠ ≠ = ≠ = ⇒ = ≠ ≠ = ≠ = ⇒ =, , , , , , , ,

 است.
1 2 3 4

4 1 3 2

 
 

↓ ↓ ↓ ↓ 
  
 

پس جایگشت مورد نظر به صورت 

21 3 4

3

4

2

1

3 2

4 31

2

1

4

9 
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)175(

مربع لاتین چرخشی

مربعلاتینچرخشی
به مربع لاتین زیر مربع لاتین چرخشی می گوییم.

n n

n n n

n n n n

n

1 2 3 1

1 2 3 2 1

1 1 2 3 3 2

3 4 5 1 2

2 3 4 1

−

− −

− − −

  

 



       

  

  

مربع لاتین چرخش�ی را می توان این گونه به دس�ت آورد. اعداد طبیعی 1 تا n را به ترتیب در جهت ساعتگرد دور یک 
دایره می نویس�یم. س�طر اول مربع لاتین از نوش�تن این اعداد با شروع از عدد 1 و چرخش کامل دور دایره در جهت 

ساعتگرد به دست می آید. 

س�طر دوم مربع لاتین نیز به همین صورت به دس�ت می آید، با این تفاوت که شروع حرکت از عدد n است، یعنی در 
شروع هر سطر یک واحد به عقب می رویم.

به همین ترتیب، بقیۀ سطرهای مربع لاتین چرخشی به دست می آیند. 

درهرمربعلاتینچرخشی،درایههایقطراصلیبرابر1هستندوهرستونباعددشمارۀآنستونشروعمیشود.

a کدام است؟ a a a12 21 31 44+ + + ija درایۀ سطر i ام و ستون j ام باشد، مقدار  ، اگر  4 در مربع لاتین چرخشی A از مرتبۀ 

10 )4  9 )3  8 )2  7 )1

مربع لاتین چرخشی A از مرتبۀ 4 به صورت مقابل است:

a a a a12 21 31 44 2 4 3 1 10+ + + = + + + =

دو مربع لاتین متعامد

دومربعلاتینمتعامد
ف��رض کنی��د A و B دو مربع لاتین هم مرتبه باش��ند و از کنار هم قرار دادن درایه های نظی��ر آن ها، مربع جدیدی از همان مرتبه حاصل 
شود که هر خانۀ آن حاوی یک عدد دورقمی است و رقم های سمت چپ مربوط به A و رقم های سمت راست مربوط به B )یا برعکس( 

هستند. اگر هیچ دو تا از این عددهای دورقمی با هم برابر نباشند، می گوییم دو مربع لاتین A و B متعامد هستند.
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فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(
)176(

1- دقت کنید که وقتی دو مربع لاتین را کنار هم قرار می دهیم، می توانیم به جای عدد دورقمی از زوج مرتب استفاده کنیم.
2- طبق تعریف، مربع های لاتین A و B متعامدند اگر و فقط اگر برای هر دو درایۀ برابر در A درایه های نظیر آن ها در B متمایز باشند. این محک 
معمولًا زمانی به کار می رود که می خواهیم نشان دهیم دو مربع لاتین متعامد نیستند. در واقع برای اینکه نشان دهیم مربع های لاتین A و B متعامد 

نیستند، کافی است دو درایۀ برابر در A پیدا کنیم که درایه های نظیر این دو نیز در B با هم برابرند. 

علت این امر این است که در مربع حاصل از کنار هم قرار دادن A و B زوج مرتب )عدد دورقمی( تکراری خواهیم 
داشت.

مجموعۀ  مرتب  زوج های  از  هریک   B و   A دادن  قرار  هم  کنار  از  حاصل  مربع  در  باشند،   n مرتبۀ  از  و  متعامد   B و   A لاتین  مربع های  اگر   -3
n   دقیقاً یک بار ظاهر می شود.   n1 2 1 2… × …{ , , , } { , , , }

هر  برای  اما  ندارد.  وجود   n مرتبۀ  از  متعامد  لاتین  مربع های  یعنی  نیستند،  متعامد   n مرتبۀ  از  لاتین  مربع  دو  هیچ  آن گاه   ، n  1 2 6= , , اگر   -4
، دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ n وجود دارند.  n  1 2 6≠ , ,

چند جفت از مربع های لاتین زیر متعامدند؟
1 )1
2 )2
3 )3

4( صفر

درایه های نظیر هر دو جفت از مربع های لاتین B ،A و C را کنار یکدیگر قرار می دهیم.

چون در هر س�ه مربع بالا عدد دورقمی تکراری )مانند اعدادی که با دایره مش�خص ش�ده اند( وجود دارد، پس هیچ جفت از مربع های لاتین داده ش�ده 
متعامد نیستند. 

مربع لاتین A به صورت مقابل مفروض است:

چند مربع لاتین B وجود دارد که با A متعامد است؟
1 )2 1( صفر  

23 )4   12 )3

چون B یک مربع لاتین است، پس می توان ستون های سوم و چهارم آن را به صورت مقابل کامل کرد:

با کنار هم قرار دادن ستون های سوم و چهارم دو مربع لاتین A و B به سادگی مشاهده می شود که این دو 
مربع در هیچ شرایطی نمی توانند متعامد باشند. چون در مربع جدید عدد دورقمی تکراری وجود دارد. در 

نتیجه هیچ مربع لاتین B وجود ندارد که با A متعامد باشد.

12 
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A یک مربع لاتین از مرتبۀ 4 است. اگر مربع لاتین B با A متعامد باشد و درایه های قطر فرعی A با هم برابر باشند، مجموع درایه های 
قطر فرعی B کدام است؟

4( بستگی به درایه های قطر اصلی A دارد  8 )3  10 )2  4 )1

چون درایه های قطر فرعی مربع لاتین A با هم برابرند و A با B متعامد است، پس تمام درایه های قطر فرعی مربع لاتین B باید متمایز باشند و مجموع 
.1 2 3 4 10+ + + = آن ها برابر است با 

′B از اعمال جایگشتی روی درایه های B به دست آمده باشد. در این صورت  فرض کنید A و B دو مربع لاتین متعامد باشند و مربع لاتین 

′B نیز متعامدند. A و 

تعداد مربع های لاتین متعامد با مربع لاتین چرخشی  کدام است؟

6 )4  4 )3  3 )2  2 )1

راه حل اول فرض کنید  مربع لاتین داده شده و  مربع لاتین حاصل از تعویض سطرهای دوم و سوم A باشد. در 

3 جایگش�ت اعداد 1، 2 و 3، اگر این جایگش�ت را روی درایه های B اعمال کنیم، مربع لاتین  ! این صورت A و B متعامدند )بررس�ی کنید(. برای هر 

 را روی درایه های B اعمال کنیم، مربع لاتین  به دست می آید 
1 2 3

2 1 3

 
 

↓ ↓ ↓ 
  
 

حاصل همچنان با A متعامد است )مثلًا اگر جایگشت 

3 مربع لاتین متعامد با A وجود دارد و با توجه به گزینه ها نتیجه می گیریم گزینۀ )4( درست است. 6=! که با A متعامد است(. در نتیجه حداقل 

راه حل دوم چون مربع های لاتین A و B متعامد و درایه های قطر اصلی A یکسانند، پس درایه های قطر اصلی B متمایز خواهند بود، یعنی این درایه ها 
3 جایگشت دارند.  6=!

توجه کنید که هریک از جدول های بالا به طور یکتا به یک مربع لاتین گسترش داده می شود. بنابراین تعداد مربع های لاتین متعامد با A برابر 6 است. 

مربع های لاتین A و  متعامدند. به ازای کدام مربع لاتین C ممکن است A و C متعامد نباشند؟

 )4   )3   )2   )1

اگر مربع های لاتین A و B متعامد باشند و مربع لاتین C از اعمال جایگشتی روی درایه های B به دست آید، آن گاه A و C نیز متعامدند. چون درایه های قطر 
اصلی B با هم برابرند، پس درایه های قطر اصلی هر مربع لاتینی که از اعمال جایگشتی روی درایه های B به دست آید، برابرند. بنابراین مربع لاتین گزینۀ )4( 
نمی تواند از اعمال جایگشتی روی درایه های B به دست آمده باشد، یعنی این مربع لاتین ممکن است با A متعامد نباشد. توجه کنید که جایگشت های اعمال 

شده روی درایه های مربع لاتین B برای ساخت مربع های لاتین گزینه های )1(، )2( و )3( که تعامد آن ها را با A تضمین می کنند، به صورت زیر هستند:
1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 4 3 2 3 4 1 2 1 4 3

     
     
     ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
     
     
     

 

گزینۀ )1(                               گزینۀ )2(                                 گزینۀ )3(  
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فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(
)178(

دستگرمی

دانش آموزان کلاس دوازدهم یک مدرسه در چهار کلاس »الف«، - 241
»ب«، »پ« و »ت« تقس��یم شده اند. روز شنبه این دانش آموزان 
چهار جلس��ه با 4 دبیر به نام های C ،B ،A و D کلاس دارند و 
قرار است با هر دبیر یک جلسه کلاس داشته باشند. کدام جدول 

برنامه ریزی مناسبی برای انجام این کار است؟

 )4   )3   )2   )1

کدام جدول را نمی توان با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین گسترش داد؟- 242

 )4   )3   )2   )1

به چند طریق می توان جدول مقابل را با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین گسترش داد؟- 243
1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

تعدادی از درایه های مربع لاتین A به صورت مقابل مشخص شده اند. مقدار x کدام است؟- 244
1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

تعدادی از درایه های مربع لاتین A به صورت مقابل مش��خص ش��ده اند. عدد x برابر چند تا از مقادیر 1، - 245
2، 3، 4 و 5 می تواند باشد؟

2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

در نوشتن یک مربع لاتین از مرتبۀ 5، برای خانه های شامل عدد 2 چند انتخاب وجود دارد؟- 246
240 )4  120 )3  100 )2  25 )1

به چند طریق می توان سه خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 16 را انتخاب کرد که درایه های آن ها با هم برابر باشند؟- 247
1920 )4  8960 )3  560 )2  7360 )1

فرض کنید A یک مربع لاتین از مرتبۀ 5 باش��د. به چند طریق می توان دو خانه از A را انتخاب کرد که در یک س��طر یا یک س��تون قرار - 248
نداشته باشند و درایه های این دو خانه با هم برابر نباشند؟

225 )4  200 )3  180)2  150 )1

به چند طریق می توان سه خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 6 را انتخاب کرد که در یک سطر یا یک ستون باشند و مجموع درایه های این - 249
سه خانه برابر 8 باشد؟

48 )4  36 )3  24 )2  12 )1



)179(

 روی درایه های مربع لاتین A به دست آمده است. در مورد A و B اطلاعات - 250

1 2 3 4

1 2 4 3

 
 

↓ ↓ ↓ ↓ 
  
 

مربع لاتین B از اعمال جایگشت 

مقابل را داریم. مقدار x کدام است؟
2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

مربع لاتین B از اعمال جایگشتی روی درایه های مربع لاتین A به دست آمده است. - 251
در مورد A و B اطلاعات روبه رو به ما داده شده است. مقدار x کدام است؟

2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

مربع های لاتین A و B متعامدند. تعدادی از درایه های A و B به صورت مقابل - 252
داده شده اند. مقدار x کدام است؟

2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

چهار نفر در مجموع چهار پیراهن و چهار ش��لوار دارند. آن ها می خواهند در چهار مراس��م از این لباس ها اس��تفاده کنند به گونه ای که هر - 253
کس هریک از پیراهن ها و هریک از شلوارها را دقیقاً در یکی از چهار مراسم استفاده کند و هر پیراهن با هر شلوار نیز دقیقاً یک بار مورد 

استفاده قرار گیرد. کدام جدول به این چهار نفر کمک می کند که در هر مراسم کدام پیراهن و کدام شلوار را بپوشند؟

 )4   )3   )2   )1

مربع های لاتین A و  متعامدند. به ازای کدام مربع لاتین C قطعاً A و C متعامدند؟- 254

 )4   )3   )2   )1



فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(
)180(

   46آزمون 
تا ابتدای مربع لاتین چرخشی

کدام جدول مربعی لاتین از مرتبۀ 4 است؟- 723

 )4   )3   )2   )1

کدام یک از جدول های زیر را می توان با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین گسترش داد؟- 724

 )4   )3   )2   )1

3 وجود دارد؟- 725 3× چند مربع لاتین 
24 )4  18 )3  12 )2  6 )1

مجموع درایه های سطر سوم یک مربع لاتین از مرتبۀ n برابر 91 است. مقدار n کدام است؟- 726
13 )4  12 )3  14 )2  15 )1

به چند طریق می توان جدول مقابل را با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین گسترش داد؟- 727
1 )2 1( صفر  
3 )4   2 )3

x کدام است؟- 728 y+ اگر جدول مقابل مربعی لاتین از مرتبۀ 3 باشد، مقدار 

3 )2   2 )1
5 )4   4 )3

ام باشد، ماکزیمم مقدار - 729 i iC مجموع درایه های ستون  ام و  i iR مجموع درایه های سطر  در یک مربع لاتین از مرتبۀ 4، اگر 

R کدام است؟ C C1 2 4+ +

32 )4  27 )3  30 )2  18 )1

a کدام است؟- 730 a a a12 21 34 41+ + + ام باشد، کمترین مقدار  j ام و ستون  i ija درایۀ سطر  در مربع لاتین A از مرتبۀ 4، اگر 

13 )4  7 )3  5 )2  4 )1

n2 بخش پذیر اس��ت. بزرگ ترین عدد طبیعی n که به ازای آن این ویژگی - 731 حاصل ض��رب درایه ه��ای یک مربع لاتین از مرتبۀ 4 بر 
برقرار است، کدام است؟

16 )4  12 )3  10 )2  8 )1

به چند طریق می توان دو خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 6 را انتخاب کرد که درایه های این دو خانه باهم برابر باشند؟- 732
120 )4  90 )3  75 )2  15 )1

به چند طریق می توان سه خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 6 را انتخاب کرد که درایه های این سه خانه دوبه دو متمایز باشند؟- 733

4320 )4  2880 )3  1440 )2  720 )1

به چند طریق می توان سه خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 5 را انتخاب کرد که هیچ دو تا در یک سطر نباشند و مجموع درایه های - 734

این سه خانه برابر 14 باشد؟

100 )4  80 )3  60 )2  30 )1

به چند طریق می توان دو خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 7 را انتخاب کرد که مجموع درایه های این دو خانه برابر 10 باشد؟- 735

147 )4  119 )3  105 )2  98 )1

گامسؤال

723 98

724 98

725 98
100

726 98

727 98

728 98

729 98

730 98

731 98

732 98

733 98

734 98

735 98

736 100

737 98
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 روی درایه های مربع لاتین A به دست آمده است. در مورد - 736

1 2 3 4 5

2 1 5 3 4

 
 

↓ ↓ ↓ ↓ ↓ 
  
 

مربع لاتین B از اعمال جایگش��ت 

A و B اطلاعات زیر داده شده است. مقدار x کدام است؟
1 )1
2 )2
3 )3
5 )4

مربع لاتین B از اعمال جایگش��تی روی درایه های مربع لاتین A به دس��ت آمده اس��ت. در مورد A و B اطلاعات زیر را داریم. - 737
مقدار x کدام است؟

1 )1
2 )2
3 )3
4 )4



فصل چهارم: ترکیبیات )شمارش(
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   47آزمون 
آزمون جامع مربع لاتین

کدام یک از جدول های زیر را می توان با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین تبدیل کرد؟- 738

 )4   )3   )2   )1

کدام جدول را نمی توان با پر کردن خانه های خالی به مربعی لاتین گسترش داد؟- 739

 )4   )3   )2   )1

چند مربع لاتین از مرتبۀ 5 وجود دارد که سه سطر اول آن همانند جدول مقابل باشد؟- 740
2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

ب��ه چند طریق می توان خانه های خالی ج��دول مقابل را طوری پر کرد که جدول حاصل مربعی لاتین - 741
از مرتبۀ 4 باشد؟

2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

تعدادی از درایه های مربع لاتین A به صورت مقابل داده ش��ده اس��ت. عدد x برابر چندتا از مقادیر - 742
1، 2، 3 و 4 می تواند باشد؟

2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

ستون اول یک مربع لاتین از مرتبۀ 4 مفروض است. ستون دوم این مربع لاتین را به چند طریق می توان پر کرد؟- 743
9 )4  8 )3  6 )2  2 )1

به چند طریق می توان دو خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 6 را انتخاب کرد که در یک س��طر یا یک س��تون قرار نداش��ته باش��ند و - 744
درایه های این دو خانه متمایز باشند؟

720 )4  90 )3  360 )2  240 )1
به چند طریق می توان دو خانه از یک مربع لاتین از مرتبۀ 6 را انتخاب کرد که در یک سطر یا یک ستون باشند و تفاضل درایه های - 745

این دو خانه برابر 2 باشد؟
48 )4  36 )3  24 )2  18 )1

746 - B و A به دست آمده است. در مورد A روی درایه های مربع لاتین 

1 2 3 4

2 3 1 4

 
 

↓ ↓ ↓ ↓ 
  
 

مربع لاتین B از اعمال جایگشت 

اطلاعات زیر را داریم. مقدار x کدام است؟
2 )2   1 )1
4 )4   3 )3

مربع لاتین B از اعمال جایگش��تی روی درایه های مربع لاتین A به دس��ت آمده اس��ت. در مورد A و B اطلاعات زیر داده ش��ده - 747
است. مقدار x کدام است؟

1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

گامسؤال

738 98

739 98

740 98

741 98

742 98

743 98
100

744 98
89

745 98

746 100
98

747 100
98

748 102

749 102
101

750 102
101

751 102

752 100
102
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به ازای کدام مربع لاتین B، مربع های لاتین  و B متعامدند؟- 748

 )4   )3   )2   )1

دربارۀ مربع های لاتین متعامد A و B اطلاعات زیر داده شده است. مقدار x کدام است؟ - 749
1 )1
2 )2
3 )3
4 )4

A مربع لاتین چرخشی از مرتبۀ 5 و B یک مربع لاتین متعامد با A است. مجموع درایه های قطر اصلی B کدام است؟- 750
20 )4  10 )3  15 )2  5 )1

ف��رض کنی��د A و B دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ 5 باش��ند. به چند طریق می توان یک خان��ه از A را انتخاب کرد که مجموع - 751
درایه های  این خانه و خانۀ نظیر آن در مربع لاتین B برابر 5 باشد؟

10 )4  5 )3  4 )2  2 )1

مربع های لاتین A و  متعامدند. به ازای کدام مربع لاتین C قطعاً A و C متعامدند؟- 752

 )4   )3   )2   )1



فصل دهم

پاسخ تشریحی 
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یمرد:سسددیام دشتلیحفدشتهدساپد:مهد لصف
)386(

236  . i  ( , , , , )=1 2 3 4 5 ix شاخه انتخاب کنیم  فرض کنید از گل نوع i ام   2

 !
! !

+ −   
   = = =
   −   

7 5 1 11 11 330
4 75 1 4

. بنابراین به  x x+ + =1 5 7 در این صورت 

طریق می توانیم هفت ش�اخه  گل از پنج نوع گل انتخاب کنیم که در پنج حالت هر هفت 
− است. =330 5 325 شاخه  از یک نوع هستند. پس پاسخ برابر 

237  x >2 3 x و  >1 2 ه�ا اع�دادی صحیح اند، پس ش�رط های  ix چون   3

x معادل هستند. اکنون پاسخ برابر است با ≥2 4 x و  ≥1 3 به ترتیب با شرط های 

( )− + + −   
   = =
   −   

12 3 4 4 1 8
56

4 1 3

x را چنان به دس�ت آوریم  238 y z+ + =8 باید جواب های صحیح معادلۀ   3
. بنابراین پاسخ برابر است با z≥−1 y≥−1 و   ، x≥−1 که 

 
( )− − − − + −   

   = =
   −   

8 1 1 1 3 1 13
78

3 1 2
 

ix عددی فرد باش�د، پس قرار می دهیم  239 راه ح��ل اول چون می خواهیم   3
iy نیز صحیح و نامنفی اس�ت  ix صحیح و نامنفی اس�ت، پس  i و چ�ون  ix y= +2 1

. اکنون می توان نوشت i  ( , , , )=1 2 3 4

x x x x y y y y

y y y y y y y y

( ) ( ) ( ) ( )+ + + = ⇒ + + + + + + + =

+ + + = ⇒ + + + =
1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

14 2 1 2 1 2 1 2 1 14

2 2 2 2 10 5

 اس�ت، پس 
+ −   

   =
   −   

5 4 1 8

4 1 3
تع�داد جواب ه�ای صحیح و نامنفی معادلۀ آخر برابر 

 است.
 
 
 
 

8

3
پاسخ برابر 

 iy ix صحیح و نامنفی اس�ت، پس  . چون  i ix y= −2 1 راه ح��ل دوم قرار می دهیم 

. اکنون می توان نوشت i  ( , , , )=1 2 3 4 صحیح و مثبت است 

 
x x x x y y y y

y y y y y y y y

( ) ( ) ( ) ( )+ + + = ⇒ − + − + − + − =

+ + + = ⇒ + + + =
1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 3 4 1 2 3 4

14 2 1 2 1 2 1 2 1 14

2 2 2 2 18 9
 

 اس�ت. پس پاس�خ 
−   

   =
   −   

9 1 8

4 1 3
تعداد جواب های صحیح و مثبت معادلۀ آخر برابر 

 است. 
 
 
 
 

8

3
برابر 

240  
 
 =
 
 

9
36

2
x برابر  y z+ + =10 تع�داد جواب ه�ای طبیعی معادل�ۀ   2

x≥5 برابر است با است و تعداد جواب های طبیعی این معادله با شرط 

 
( )− + + + −   

   = =
   −   

10 5 1 1 3 1 5
10

3 1 2
 

 . − =36 10 26 پس بنابر اصل متمم، تعداد جواب های مطلوب برابر است با 

در جدول گزینۀ )1(، کلاس »ب« با دبیر C دو جلس�ه کلاس دارد، در  241  2
جدول گزینۀ )3(، دبیر B در جلس�ۀ اول همزمان در دو کلاس حاضر اس�ت و در جدول 
گزین�ۀ )4(، کلاس »ت« ب�ا دبی�ر C دو جلس�ه کلاس دارد. پس این س�ه جدول برنامۀ 
مناس�بی برای انجام کار نیس�تند. در واقع جدولی مورد نظر اس�ت که مربع لاتین باشد. 
2، 3 و 4،   ،1 توجه کنید که در این مسئله، درایه های جدول های گزینه ها به جای اعداد 
، C و D هستند. در جدول گزینۀ )2(، هریک از این حروف در هر سطر  B  ، A حروف 

و هر ستون درست یک بار ظاهر شده اند، یعنی این جدول یک مربع لاتین است. 

242  a توجه کنید که در جدول گزینۀ )4(، درایۀ   4
براب�ر هیچ یک از اعداد 1، 2، 3 و 4 نمی تواند باش�د. بنابراین 

این جدول را نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد. 
در ضمن س�ه جدول دیگ�ر را به صورت زیر می توان به مربعی 

لاتین گسترش داد: 

گزینۀ )1(                      گزینۀ )2(                         گزینۀ )3(
مربع را به شکل زیر می توان کامل کرد: 243  4

بنابرای�ن طب�ق اص�ل ضرب، تع�داد حالت هایی ک�ه می توان ج�دول را ب�ه مربعی لاتین 
× است. =2 2 4 گسترش داد، برابر 

A به ش�کل زیر باشد. از اینکه در هیچ سطر و هیچ ستونی  244 فرض کنید   1
A عدد تکراری وجود ندارد و هریک از اعداد 1، 2، 3 و 4 باید در هر سطر و هر ستون  از 

A ظاهر شوند، نتیجه می گیریم

 

a a a a

b b b b

c c c b c

x x c x b x

, ,

, ,

, ,

, ,

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ = ⇒ =

≠ ≠ = ≠ = ⇒ =

1 2 3 4

1 2 3 4

1 3 4 2

3 2 4 1
عدد 1 باید در سطر دوم A ظاهر شود. خانۀ اول این سطر با عدد 2 پر  245  1

شده است. همچنین عدد 1 در ستون های دوم، چهارم و پنجم A ظاهر شده است. پس 
در خانه های دوم، چهارم و پنجم از س�طر دوم A نمی توانیم عدد 1 را قرار دهیم چون در 
غیر این صورت، در س�تون مربوطه عدد 1 تکرار می ش�ود. در نتیجه عدد 1 فقط در خانۀ 
. در نتیجه x فقط برابر یکی از مقادیر  x=1 س�وم از س�طر دوم می تواند قرار گیرد، پس 

1، 2، 3، 4 و 5 می تواند باشد.

هر مرب�ع لاتین از مرتب�ۀ 5 ، پنج خانه  246  3
ش�امل ع�دد 2 دارد ک�ه هیچ دو تا در یک س�طر یا یک 
س�تون نیس�تند. بنابراین برای انتخاب خانه های شامل 
ع�دد 2، یکی از پنج خانۀ س�طر اول، یک�ی از چهار خانۀ 
سطر دوم که در ستون خانۀ اول قرار ندارند، یکی از سه 

خانۀ سطر سوم که با هیچ یک از دو خانۀ قبلی در یک ستون نیستند، یکی از دو خانۀ سطر 
چهارم که با هیچ یک از س�ه خانۀ قبلی در یک س�تون نیستند و در نهایت تنها خانۀ سطر 
پنجم را که با هیچ یک از چهار خانۀ قبلی در یک ستون نیست، انتخاب می کنیم. در نتیجه 
× طریق  × × × =5 4 3 2 1 120 بناب�ر تعمی�م اصل ضرب، خانه های ش�امل ع�دد 2 را به 

می توانیم انتخاب کنیم. 
در مربع لاتین از مرتبۀ 16 هریک از اعداد 1 تا 16 دقیقاً در شانزده خانه  247  3

ظاهر می شوند. بنابراین برای انتخاب سه خانه با درایه های برابر، ابتدا یکی از شانزده عدد 
)مثلًا x( را انتخاب می کنیم. سپس سه تا از شانزده خانۀ شامل عدد x را انتخاب می کنیم. 
در نتیجه بنابر اصل ضرب، تعداد راه های انتخاب سه خانه با درایه های برابر، برابر است با

x 
x 

 ¾w JIhTºH

®¶I{ ¾ºIi

JIhTºH  
 × =
 
 

16
16 8960

3



)387(

چون A یک مربع لاتین از مرتبۀ 5 است، پس هریک از اعداد 1، 2، 3،  248  1
4 و 5 در هر س�طر و هر س�تون A دقیقاً یک بار ظاهر می شوند. بنابراین برای انتخاب دو 
خانه از A که در یک س�طر یا یک س�تون نباشند و درایه های مختلفی داشته باشند، ابتدا 

 طریق 
 
 =
 
 

5
10

2
دو ت�ا از 5 ع�دد 1، 2، 3، 4 و 5 را انتخ�اب می کنی�م. ای�ن کار را ب�ه 

می توانیم انجام دهیم. اگر این دو عدد برابر i و j باشند، ابتدا یکی از 5 خانۀ شامل عدد 
i را انتخاب می کنیم. توجه کنید در س�طر شامل این خانه و نیز در ستون شامل این خانه 
دقیقاً یک خانه شامل عدد j وجود دارد، پس دوتا از 5 خانۀ شامل عدد j با خانۀ انتخاب 
ش�ده در یک س�طر یا یک س�تون قرار دارند. بنابراین به 3 طریق می توانیم خانۀ مطلوب 

شامل عدد j را انتخاب کنیم. در نتیجه بنابر تعمیم اصل ضرب، پاسخ برابر است با 

 

  
j i i j

¦Ä JIhTºH ¦Ä JIhTºH

jk– »j JIhTºH ®¶I{ ¾ºIi ®¶I{ ¾ºIi

» jk– jk–

  × × =10 5 3 150

چون خانه ها از یک سطر یا یک ستون مربع لاتین انتخاب می شوند، پس  249  2
درایه های آن ها دوبه دو متمایزند. در دو حالت مجموع سه درایۀ متمایز برابر 8 است:

 { , , }1 2 5   { , , }1 3 4

ابتدا به 12 طریق یکی از س�طرها یا یکی از س�تون ها را انتخاب می کنیم. پس از انتخاب 
}  و به یک طریق نیز سه عدد  , , }1 2 5 یک س�طر یا یک س�تون، به یک طریق س�ه عدد 

}  را می توان انتخاب کرد. بنابراین طبق اصل ضرب، پاسخ برابر است با  , , }1 3 4

× =12 2 24

A از اعمال عکس جایگش�ت داده ش�ده، یعنی جایگش�ت  250 مربع لاتین   4

B به دس�ت می آی�د. ای�ن   روی درایه ه�ای مرب�ع لاتی�ن 

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

1 2 4 3

1 2 3 4

A به صورت زیر  B اعمال می کنیم. در نتیجه  جایگشت را روی دو درایۀ داده شده از 
است. اکنون می توان نوشت

a a a a

b b b b

x x b x a x

, ,

, ,

, ,

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ = ≠ = ⇒ =

1 2 4 3

1 3 4 2

1 2 3 4

، در مربع لاتین  251 A به جای عدد 4 واقع در س�طر چهارم و س�تون سوم   4
B به جای هر عدد 4 از  x قرار داده ش�ده اس�ت، پس برای به دس�ت آوردن  B عدد 

x است.  B نیز برابر  x قرار دهیم. در نتیجه درایۀ س�طر دوم و س�تون اول  A باید 

 ، x≠1 عدد تکراری وجود ندارد. نتیجه می گیریم B چون در هیچ س�طر و هیچ س�تونی از 
x باید برابر 4 باشد.  . بنابراین  x≠3 x≠2 و 

  

ابت�دا توج�ه کنید ک�ه a برابر هیچ ی�ک از اعداد 1، 2 و 3 نیس�ت، پس  252  4
. از ط�رف دیگ�ر، چ�ون A و B متعامدن�د، پ�س اگ�ر دو درایۀ A برابر باش�ند،  a=4
درایه های نظیر آن ها در B متمایزند. با توجه به س�ه درایۀ A که برابر 4 هس�تند، نتیجه 
. همچنین  x≠3 x≠2 و  می گیری�م درایه های نظیر این س�ه در B متمایزن�د، بنابراین 

 . x=4 ، پس  x≠1 معلوم است که 

با توجه به ش�رایط گفته ش�ده در صورت س�ؤال باید به دنبال یک جفت  253  1
مرب�ع لاتی�ن متعامد از مرتبۀ 4 باش�یم. در واقع ی�ک مربع لاتین از مرتب�ۀ 4 برای اینکه 
نشان دهد هر کس در هر مراسم چه پیراهنی بپوشد و یک مربع لاتین دیگر از مرتبۀ 4 نیز 
متعامد با آن برای اینکه نشان دهد هر کس در هر مراسم کدام شلوار را بپوشد، لازم است.

، 3 و 4  2  ،1 ، پیراهن ها را با اعداد  d چهار مراس�م را با z ، y ، x و t ، افراد را با c ، b ، a و 
2، 3 و 4 نشان می دهیم. هریک از جدول های A و B را با اعداد  و شلوارها را نیز با اعداد 1، 
1 ت�ا 4 به گون�ه ای پر می کنیم که جدول A نش�ان دهد هر کس در هر مراس�م چه پیراهنی 
 A نش�ان دهد هر کس در هر مراسم کدام شلوار را بپوشد. هیچ سطر از B بپوش�د و جدول
نباید عدد تکراری داشته باشد، زیرا هر کس در چهار مراسم باید چهار پیراهن مختلف بر تن 
کند. هیچ ستون از A نیز نباید عدد تکراری داشته باشد، زیرا در هر مراسم، افراد چهار پیراهن 
مختلف بر تن دارند، پس A باید یک مربع لاتین باشد. به طور مشابه B نیز باید یک مربع 
لاتین باشد. در ضمن A و B باید متعامد باشند، زیرا هر پیراهن با هر شلوار دقیقاً یک بار باید 
مورد استفاده قرار گیرد، یعنی از کنار هم قرار دادن درایه های نظیر A و B باید تمام 16 زوج 
} ایجاد شوند. در بین چهار جدول داده شده،  , , , } { , , , }×1 2 3 4 1 2 3 4 مرتب مجموعۀ 

فق�ط ج�دول گزینۀ )1( از کن�ار هم ق�رار دادن درایه ه�ای نظیر دو مربع لاتی�ن متعامد 
به دس�ت آمده اس�ت. توجه کنید ک�ه در جدول های گزینه ه�ای )2( و )A ،)3 نمی تواند 
مربع لاتین باشد چون اعداد دورقمی ستون اول رقم های دهگان متمایز ندارند. همچنین 
در ج�دول گزین�ۀ )B ،)4 نمی تواند مربع لاتین باش�د چون اعداد دورقمی س�طر چهارم 

رقم های یکان متمایز ندارند. 

 
بنابرای�ن به کمک این جدول، چهار نفر می توانند مش�خص کنند که در هر مراس�م کدام 

پیراهن و کدام شلوار را بپوشند.

اگ�ر مربع ه�ای لاتین A و B متعامد باش�ند و مربع لاتی�ن C از اعمال  254  1
جایگش�تی روی درایه های B به دس�ت آید، A و C نیز متعامدند. مربع لاتین گزینۀ )1( 

 A به دست آمده است. پس B روی درایه های 

 
 
 ↓ ↓ ↓
 
 
 

1 2 3

2 1 3

از اعمال جایگشت 

و این مربع لاتین متعامدند.

S و A و B به ترتیب مجموعۀ اعدادی  255  { , , , }= 1 2 184 فرض کنید   1
A را حس�اب کنیم.  B− از S باش�ند ک�ه ب�ر 4 و 3 بخش پذیرند. بای�د تعداد اعضای 
A مجموعۀ اعدادی  B . توجه کنید که  A B   A A B| | | | | |− = −  می توان نوشت 

از S است که بر 12 بخش پذیرند. 

 A  A B        | | [ ] , | | [ ]= = = =184 18446 15
4 12

  

. A B  | |− = − =46 15 در نتیجه پاسخ برابر است با 31



فصل یازدهم

پاسخ تشریحی
آزمون ها



اه ل فزآصیحلرفت لساپ :ملدزای لصف
)470(

راه حل اول در نصف جایگشت های حروف arrangee حرف n بعد از  713  3
حرف g و در نصف دیگر حرف g بعد از حرف n قرار دارد. بنابراین تعداد جایگشت های 
حروف این کلمه را به دست می آوریم و بر 2 تقسیم می کنیم. طبق قضیۀ جایگشت با تکرار 

 
!

! ! !
× =1 8 2520

2 2 2 2
می توان نوشت 

راه حل دوم هشت جایگاه در یک ردیف در نظر می گیریم. ابتدا دو تا از هشت جایگاه را 

 طریق انتخاب و حروف n و g را به یک طریق )n بعد از g( در آن ها قرار 
 
 =
 
 

8
28

2
به 

می دهیم. س�پس با اس�تفاده از قضیۀ جایگش�ت باتک�رار، ح�روف e ،r ،r ،a ،a و e را به 

! طریق در ش�ش جای�گاه باقی مانده قرار می دهی�م. در نتیجه بنابر تعمیم 
! ! !

=6 90
2 2 2

. × × =28 1 90 2520 اصل ضرب، پاسخ برابر است با 
اگر حرکت به س�مت راس�ت را با R و حرکت به سمت بالا را با U نشان  714  3

دهیم، هر مسیر از A به B یک جایگشت از پنج حرف R و چهار حرف U است. بنابراین 

 
!
! !

 
 =
 
 

99
5 4 4

طبق قضیۀ جایگشت با تکرار، پاسخ برابر است با 

معادل�ۀ  715 نامنف�ی  و  صحی�ح  جواب ه�ای  تع�داد  براب�ر  پاس�خ   1
، یعنی برابر  x x x x+ + + =1 2 3 4 10 x ی�ا هم ارز آن  x x x+ + + =1 2 3 43 3 3 3 30

 است. 
 
 
 
 

13

3

معادل�ۀ  716 نامنف�ی  و  صحی�ح  جواب ه�ای  تع�داد  ب�ا  اس�ت  براب�ر  پاس�خ   4
+ −   

   = =
   −   

7 4 1 10
120

4 1 3
، یعنی  x x x x+ + + =1 2 3 4 7

m است که در آن  717 m mx y z1 2 3 هر جمله از بسط داده شده به صورت   3
. تعداد  m m m+ + =1 2 3 5 m3 اع�دادی صحیح و نامنفی هس�تند و  m2 و   ، m1

 اس�ت. در نتیجه بس�ط داده 
 
 =
 
 

7
21

2
جواب ه�ای صحی�ح و نامنفی این معادله برابر 

شده 21 جمله دارد. 

x فرض کنیم، باید تعداد  718 x x1 2 3 اگر نمایش یک عدد سه رقمی را به صورت   2
 ، x≤ ≤11 9 x را تعیین کنیم به ط�وری که  x x+ + =1 2 3 12 جواب ه�ای صحی�ح معادل�ۀ 
. ف�رض کنی�د S مجموع�ۀ هم�ۀ جواب ه�ای  صحی�ح معادل�ۀ  x≤ ≤30 9 ≥x و  ≤20 9

مجموع�ۀ  iA و   x ≥3 0  ، x ≥2 0 ، x ≥1 ک�ه1 به ط�وری  باش�د  x x x+ + =1 2 3 12

 S در این صورت مطلوب همۀ جواب هایی در . ii   x( , , )= ≥1 2 3 10 جواب هایی در S باشد که
و A2 ، A1 A3 قرار ندارند. توجه کنید ک�ه هیچ دو تا از و A2 ، A1 اس�ت ک�ه در هیچ یک از

A3 عضو مشترکی ندارند. در نتیجه پاسخ برابر است با

S A A A  
( ) ( )

| | | | | | | |

( ) ( )

− + + + − − + + + −   
− − − = −      − −   

− + + + − − + + + −   
− −      − −   
       

= − − − = − − − =              
       

1 2 3
12 1 0 0 3 1 12 10 0 0 3 1

3 1 3 1

12 1 10 0 3 1 12 1 0 10 3 1
3 1 3 1

13 4 3 3
78 6 3 3 66

2 2 2 2

x3 رقم 3 و  719 x2 رقم 2،  x1 رقم 1،  ف�رض کنید عدد مورد نظر به ترتیب   2

x و توجه کنید که پس از  x x x+ + + =1 2 3 4 6 x4 رقم 4 داش�ته باش�د، در این صورت 

انتخ�اب ارق�ام، عدد به صورت یکتا س�اخته می ش�ود )زیرا ارق�ام عدد را باید از چپ به راس�ت 
به صورت صعودی بنویس�یم(. در نتیجه پاس�خ برابر تعداد جواب های صحیح و نامنفی معادلۀ 

 است.
 
 =
 
 

9
84

3
، یعنی برابر  x x x x+ + + =1 2 3 4 6

720  ، y1 x3 خ�ودکار و  x2 و   ، x1 ف�رض کنید به س�ه دانش آم�وز به ترتیب   2

 و پاسخ برابر تعداد جواب های 
x x x

y y y

+ + =


+ + =

1 2 3

1 2 3

7

6
y3 مداد برسد. در این صورت  y2 و 

است. 
   
   = × =
   
   

6 5
15 10 150

2 2
صحیح و مثبت این دستگاه معادلات، یعنی برابر با 

x برابر 8 ، 9 یا 10  721 x x+ +1 2 3 ، آن گاه  x x x≤ + + ≤1 2 38 10 اگر   3

اس�ت. پس برای محاس�بۀ تعداد جواب های نامعادله، س�ه حالت در نظر می گیریم. در 
نتیجه بنابر تعمیم اصل جمع، پاسخ برابر است با

x x x                   IÄ IÄ

IÀïJH¼] jHk÷U

+ + =

     
     = + + = + + =
     
     

1 2 3 8 9 10

10 11 12
45 55 66 166

2 2 2

معادل�ۀ  722 صحی�ح  جواب ه�ای  هم�ۀ  مجموع�ۀ   S کنی�د  ف�رض   2
 S مجموعۀ جواب هایی در iA i و    , ,=1 2 3  ، ix ≥1 x با ش�رط  x x+ + =1 2 3 10

 ، A1 . در این صورت مطلوب جواب هایی از S اس�ت که در هیچ یک از  ix ≥6 باش�د که 

A3 عضو مشترکی  A2 و   ، A1 A3 قرار ندارند. توجه کنید که هیچ دو تا از  A2 و 

ندارند. در نتیجه پاسخ برابر است با 

 
S A A A  S A  

( )
| | | | | | | | | | | |

− + + + −   
   − − − = − = −
   −   

   
   = − = − =
   
   

1 2 3 1
9 10 6 1 1 3 1

3 3
2 3 1

9 4
3 36 18 18

2 2

 

گزینه ها را یکی یکی بررسی می کنیم: 723  2
گزینۀ )1( در ستون دوم عدد 2 تکرار شده است، پس این جدول مربع لاتین نیست.

گزین��ۀ )2( در هیچ س�طر و هیچ س�تونی عدد تکراری وجود ن�دارد، پس این جدول یک 
مربع لاتین است.

گزینۀ )3( در ستون اول عدد 2 تکرار شده است، پس این جدول مربع لاتین نیست.
گزینۀ )4( در سطر دوم عدد 4 تکرار شده است، پس این جدول مربع لاتین نیست. 

گزینه ها را یکی یکی بررسی می کنیم: 724  3
گزین��ۀ )1( خانۀ خالی س�طر دوم را ب�ا هیچ عددی نمی توان پر ک�رد. پس این جدول را 

نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد. 
گزینۀ )2( اگر این جدول یک مربع لاتین باشد، آن گاه درایۀ سطر اول و ستون دوم باید 
برابر 2 باش�د. اما در این حالت خانۀ خالی س�طر س�وم را با هیچ عددی نمی توان پر کرد. 

پس این جدول را نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد. 
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گزینۀ )3( این جدول به صورت زیر قابل گسترش به مربعی 
لاتین است:

گزینۀ )4( هیچ یک از خانه های س�طر س�وم را نمی توان با عدد 2 پر کرد. پس این جدول 
را نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد. 

فرض کنید س�طر اول مربع لاتین به صورت  725  2
 باش�د )abc جایگش�تی از اع�داد ۱، 2 و ۳ 

 است(. با توجه به جدول زیر x برابر b یا c است: 

در هریک از دو حالت بقیۀ خانه ها به طور یکتا پر می شوند چون هریک از b ، a و c در هر 
سطر و هر ستون دقیقاً یک بار ظاهر می شوند.

3× وجود دارد. اکنون در هریک از این دو نوع مربع باید اعداد  3 پس دو نوع مربع لاتین 
3! طریق می توانیم انجام دهیم. پس  ۱، 2 و ۳ را به جای b ، a و c قرار دهیم. این کار را به 

×! است. =2 3 12 3× برابر  3 بنابر اصل ضرب، تعداد مربع های لاتین 

726  n مجموع درایه های هر س�طر و هر س�تون دلخواه مرب�ع لاتین از مرتبۀ  4

، n=13 ، یعنی  n+ =1 14 ، پس  n n( )+
=

1 91
2

n است. چون  n( )+1
2

برابر 

با توجه به جدول زیر می توان نوشت 727  2
a a a a

g g g g

c c c c

f f f c f

h a h f h g h

d h d d a d

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

, ,

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ = ⇒ =

≠ = ≠ = ≠ = ⇒ =

≠ = ≠ ≠ = ⇒ =

1 2 3 4

1 3 4 2

1 2 3 4

2 3 4 1

4 1 2 3

3 1 4 2

e=4 و   ، i=2  ، j=1 ب�ه همین ص�ورت نتیجه می گیری�م 
. پ�س مربع داده ش�ده به ط�ور یکتا ب�ه مربعی لاتین  b=3
گسترش داده می شود. این مربع لاتین به صورت مقابل است:

از اینکه در هیچ س�طر و هیچ س�تون عدد تکراری نداریم و در هر سطر و   728  4
1، 2 و ۳ ظاهر می شوند، نتیجه می گیریم هر ستون همۀ اعداد 

 

a a a

x x a x
x y

y y a y

 

 

 

,

,

,

≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ = ⇒ = ⇒ + =
≠ ≠ = ⇒ = 

2 3 1

2 1 3
5

3 1 2
 

مجموع درایه های هر س�طر و هر ستون دلخواه یک مربع لاتین از مرتبۀ  729  2

، یعنی R C C= = =1 2 4 10 × است. بنابراین  =4 5 10
2

4 برابر 

R C C+ + = + + =1 2 4 10 10 10 30

چ�ون کمتری�ن مقدار مجم�وع چه�ار درایۀ  730  2
مشخص شده را می خواهیم، پس

a a a       a,= = = =12 21 34 411 2

a41 در یک س�تون قرار دارند،  a21 و  دق�ت کنید که چون 
پس هر دو با هم نمی توانند برابر ۱ باشند. در نتیجه

a a a amin( )+ + + = + + + =12 21 34 41 1 1 1 2 5

در ه�ر مربع لاتین از مرتب�ۀ 4، هریک از عددهای ۱، 2، ۳ و 4 چهار بار  731  3
ظاه�ر می ش�وند، پ�س حاصل ض�رب درایه ه�ای ی�ک مرب�ع لاتی�ن از مرتب�ۀ 4 برابر با 
× است. در نتیجه بزرگ ترین عدد طبیعی  × × = × × = ×4 4 4 4 4 4 8 12 41 2 3 4 2 3 2 2 3

n2 یک شمارندۀ این حاصل ضرب باشد، برابر ۱2 است.  n که 

در مرب�ع لاتی�ن از مرتبۀ ۶ هری�ک از اعداد ۱ تا ۶ دقیقاً در ش�ش خانه  732  3
ظاهر می ش�وند، بنابراین برای انتخاب دو خانه با درایه های برابر، ابتدا یکی از ش�ش عدد 
x را انتخاب می کنیم. در نتیجه بنابر  ( و سپس دو تا از شش خانۀ شامل عدد  x )مثلًا 

اصل ضرب، تعداد راه های انتخاب دو خانه با درایه های برابر، برابر است با

xx
»j JIhTºH

®¶I{ ¾ºIiJIhTºH

 
 × = × =
 
 

6
6 6 15 90

2

در مربع لاتین از مرتبۀ ۶ هریک از عددهای ۱ تا ۶ دقیقاً در ش�ش خانه  733  4
ظاهر می شوند. برای انتخاب سه خانه با درایه های دوبه دو متمایز، ابتدا سه تا از عددهای 
، یکی از شش خانۀ شامل  x ( و سپس یکی از شش خانۀ شامل  z y x» , 6 )مثلًا  ۱ تا 
z را انتخاب می کنیم. در نتیجه بنابر تعمیم اصل ضرب،  y و یکی از شش خانۀ شامل 

پاسخ برابر است با
z y x x y z» , JIhTºH ®¶I{ ¾ºIi ¦Ä JIhTºH ®¶I{ ¾ºIi ¦Ä JIhTºH ®¶I{ ¾ºIi ¦Ä JIhTºH

       
       × × ×
       
       

= × × × =

6 6 6 6

3 1 1 1

20 6 6 6 4320
چون در مربع لاتین از مرتبۀ 5 فقط اعداد ۱ تا 5 ظاهر می ش�وند، پس به  734  1

شرطی مجموع سه تا از این اعداد برابر ۱4 است که دو تا برابر 5 باشند و یکی برابر 4 باشد. 
بنابراین برای انتخاب سه خانه با مجموع ۱4 که هیچ دو تا در یک سطر نیستند، ابتدا از دو 
س�طر دو خانه ش�امل درایۀ 5 و س�پس از یک س�طر دیگر خانه ای ش�امل درایۀ 4 انتخاب 
   
   = × =
   
   

5 3
10 3 30

2 1
می کنیم. در نتیجه بنابر اصل ضرب، پاسخ برابر است با 

در مرب�ع لاتی�ن از مرتبۀ ۷ هری�ک از اعداد ۱ تا ۷ دقیق�اً در هفت خانه  735  3
ظاهر می شوند. برای انتخاب دو خانه که مجموع درایه های آن ها برابر ۱۰ باشد، از اصل 

ضرب و سپس از تعمیم اصل جمع استفاده و به صورت زیر عمل می کنیم:

 

    
7 jkø IM ¾ºIi ¦Ä JIhTºH 6 jkø IM ¾ºIi ¦Ä JIhTºH  ¾ºIi »j JIhTºH

3 jkø IM ¾ºIi ¦Ä » 4 jkø IM ¾ºIi ¦Ä » 5 jkø IM

         
         + + = + + =
         
         

7 7 7 7 7
49 49 21 119

1 1 1 1 2

B از اعمال  736 راه حل اول چ�ون   1

 

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

1 2 3 4 5

2 1 5 3 4

جایگش�ت 

جایگش�ت  اعم�ال  از  نی�ز   A پ�س  اس�ت،  آم�ده  به دس�ت   A درایه ه�ای  روی 

B به دست می آید. این جایگشت را   روی درایه های 

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

2 1 5 3 4

1 2 3 4 5

B اعمال می کنیم و حاصل را در خانه های نظیر این سه درایه  روی سه درایۀ داده شده از 
A به صورت زیر می شود: A قرار می دهیم. بنابراین  در 

A عدد تکراری وجود ندارد و همۀ اعداد ۱ تا  اکنون از اینکه در هیچ سطر و هیچ ستون 
A ظاهر می شوند، نتیجه می گیریم 5 در هر سطر و هر ستون 

a a a a a

b b b b a b

x x x a x b x

, , ,

, , ,

, , ,

≠ ≠ ≠ ≠ ⇒ =

≠ ≠ ≠ ≠ = ⇒ =

≠ ≠ ≠ = ≠ = ⇒ =

1 2 4 5 3

1 4 5 3 2

4 5 3 2 1

راه حل دوم در ستون پنجم مربع لاتین A باید عدد ۱ ظاهر شود. با توجه به درایه های 
مش�خص ش�ده در A و B و نیز جایگش�ت داده ش�ده، فقط درایۀ سطر س�وم این ستون 

 . x=1 می تواند برابر ۱ باشد. بنابراین 
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به جای عدد 1 واقع در س�طر اول A، در مربع  737  3
لاتین B عدد x قرار داده شده است، پس برای به دست آوردن 
B، درای�ۀ متناظر به هر درایۀ 1 از A برابر x اس�ت. در نتیجه 
درایۀ سطر سوم و ستون سوم B نیز برابر x است. چون در هیچ 
س�طر و هیچ س�تون B ع�دد تک�راری وجود ن�دارد. در نتیجه 

. بنابراین x باید برابر 3 باشد. x≠4 x≠2 و   ، x≠1

گزینه ها را یکی یکی بررسی می کنیم: 738  4
گزینۀ )1( چون در هیچ س�طر و هیچ س�تون مربع لاتین عدد 
 x تک�راری وج�ود ن�دارد، پ�س ب�ا توجه ب�ه ج�دول مقابل، 
نمی توان�د براب�ر هیچ یک از اعداد 1، 2، 3 و 4 باش�د. بنابراین 

این جدول را نمی توانیم به مربعی لاتین گسترش دهیم.
گزین��ۀ )2( در جدول مقابل عدد 1 را در هیچ یک از خانه های 
س�طر چهارم نمی توانیم قرار دهیم، زیرا خانۀ چهارم این س�طر 
با عدد 2 پر ش�ده اس�ت و در هریک از س�تون های اول، دوم و 
س�وم عدد 1 ظاهر شده است. پس این جدول را نمی توانیم به 

مربعی لاتین گسترش دهیم.
گزین��ۀ )3( در جدول مقابل عدد 1 را در هیچ یک از خانه های 
سطر چهارم نمی توانیم قرار دهیم، زیرا خانه های سوم و چهارم 
این س�طر پر ش�ده اند و وجود عدد 1 در خان�ۀ اول یا دوم این 
سطر باعث ایجاد عدد تکراری در یک ستون می شود. پس این 

جدول را نمی توانیم به مربعی لاتین گسترش دهیم.
گزین��ۀ )4( ای�ن ج�دول به صورت مقاب�ل قابل گس�ترش به 

مربعی لاتین است.

در ج�دول گزینۀ )3(، در جای خالی س�طر اول باید ع�دد 3 قرار دهیم.  739  3
چون درایۀ س�طر چهارم و س�تون دوم برابر 3 است، پس نمی توان جای خالی سطر اول را 
پر کرد. بنابراین این جدول را نمی توان به مربعی لاتین گسترش داد.  سه جدول دیگر را 

به صورت زیر می توان به مربعی لاتین گسترش داد:

  
گزینۀ )1(                       گزینۀ )2(                      گزینۀ )4(  

جدول مقابل را در نظر بگیرید:  740  4
در هیچ س�طر و هیچ ستونی از مربع لاتین عدد تکراری وجود 
، آن گاه  a=4 ن�دارد. در نتیج�ه a برابر 4 یا 5 اس�ت. اگ�ر 
b و  f= =4 ، آن گاه  a=5 g=4 و اگ�ر  b و  f= =5

. پس چهار خانۀ  را به دو طریق می توانیم پر  g=5

i=2 و   ، d=3  ، e=2  ، h=3 ، آن گاه  c=1 کنیم. همچنین c برابر 1 یا 3 است. اگر 
. پ�س ش�ش خانۀ  j=2 i=3 و   ، e=1  ، d=2  ، h=1 ، آن گاه  c=3 j=1 و اگ�ر 

 را نیز به دو طریق می توانیم پر کنیم. بنابراین طبق اصل ضرب، دو س�طر 

× طریق می توانیم پ�ر کنیم. این 4 طری�ق به صورت زیر  =2 2 4 آخ�ر مرب�ع لاتین را ب�ه 
هستند:

 

به چهار طریق می توان این مربع را به یک مربع لاتین گسترش داد. 741  4

می توان نوشت 742  3

 
a a a a

b b b a b

x b
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1

 

جدول های زیر نشان می دهند که x برابر هریک از مقادیر 2، 3 و 4 می تواند باشد.

فرض کنید عددهای قرار گرفته در س�تون اول این مربع لاتین از بالا به  743  4
1، 2، 3 و 4 باشد. ستون دوم را به صورت های زیر می توان کامل کرد: پایین به صورت 

در واقع تعداد راه های پر کردن س�تون دوم این مربع لاتین برابر تعداد جایگش�ت هایی از 
، 3 و 4 اس�ت که هیچ یک از آن ها س�ر ج�ای خود قرار ندارن�د. با توجه به  2  ،1 اع�داد 

 جدول های بالا، تعداد این جایگشت ها برابر 9 است. 

در مرب�ع لاتین از مرتبۀ 6 هریک از  744  2
اعداد 1 تا 6 دقیقاً در شش خانه )یکی از خانه های هر 
س�طر و یکی از خانه های هر س�تون( ظاهر می شوند. 
بنابراین برای حل مس�ئله، ابتدا دو تا از اعداد 1 تا 6 
 x ( و سپس یکی از شش خانۀ شامل  y x و  )مثلًا 
y را که با خانۀ انتخاب  و یکی از چهار خانۀ ش�امل 

شده در یک سطر یا یک ستون قرار ندارند، انتخاب می کنیم. توجه کنید که از شش خانۀ 
x قرار دارد. پس به  x و یکی در ستون خانۀ شامل  y یکی در س�طر خانۀ شامل  ش�امل 
x در یک سطر یا  y را انتخاب کنیم که با خانۀ شامل  چهار طریق می توانیم خانۀ شامل 

یک ستون نباشد. در نتیجه بنابر تعمیم اصل ضرب، پاسخ برابر است با
y x x y» JIhTºH ®¶I{ ¾ºIi ¦Ä JIhTºH ®¶I{ ¾ºIi ¦Ä JIhTºH

     
     × × = × × =
     
     

6 6 4
15 6 4 360

2 1 1
در هر سطر و هر ستون یک مربع لاتین از مرتبۀ 6 هریک از عددهای 1  745  4

تا 6 دقیقاً یک بار می آیند. بنابراین برای انتخاب دو خانه از این مربع لاتین که در یک سطر 
یا یک س�تون باش�ند و تفاضل درایه های آن ها برابر 2 باشد، ابتدا یک سطر یا یک ستون را 
انتخاب می کنیم که به 12 طریق می توانیم این کار را انجام دهیم، سپس از سطر یا ستون 
} را برمی داریم. در  , }4 6 } و  , }3 5  ،{ , }2 4  ،{ , }1 3 انتخاب شده یکی از جفت های 
× است. =12 4 48 نتیجه بنابر اصل ضرب، تعداد راه های انتخاب دو خانۀ مطلوب برابر 



)473(

جایگش�ت داده ش�ده را روی درایه ه�ای معل�وم A اعم�ال می کنیم. در  746  1
نتیج�ه B به ص�ورت زیر درمی آید. اکنون از این جدول معلوم اس�ت که a برابر 1، 3 و 4 

a=2 و پس از آن به وضوح معلوم است که x باید برابر 1 باشد. نیست، پس 

A به دس�ت آمده است،  747 B از اعمال جایگش�تی روی درایه های  چون   3
B به دس�ت می آید. فرض کنید این  A نی�ز از اعمال جایگش�تی روی درایه های  پ�س 

. از   باشد. در این صورت 
a b c d

 
 
 ↓ ↓ ↓ ↓
 
 
 

1 2 3 4

جایگشت 

A به صورت  d=3 و  ط�رف دیگ�ر، طبق ف�رض  . در نتیج�ه 

A بیاید. این   درمی آید. عدد 3 باید در یکی از خانه های س�طر دوم 

عدد در خانۀ اول یا دوم این سطر نمی تواند بیاید، زیرا اگر بیاید، در ستون اول یا دوم عدد 
تک�راری ایج�اد می ش�ود. در ضم�ن ع�دد 3 در خانۀ س�وم س�طر دوم ق�رار ن�دارد، زیرا 

. x=3 . پس عدد 3 باید در خانۀ چهارم سطر دوم قرار گیرد. در نتیجه  b d≠ =3

مربع های حاصل از کنار هم قرار دادن مربع لاتین A و هریک از گزینه ها  748  2
را تشکیل می دهیم:

گزینۀ )1(           گزینۀ )2(             گزینۀ )3(             گزینۀ )4(
مرب�ع لاتی�ن گزین�ۀ )2( و A متعامدند، زیرا از کنار هم قرار دادن آن ها مربعی به دس�ت 

می آید که عدد دورقمی تکراری ندارد.

ابت�دا توجه کنی�د که در ج�دول مقابل  749  2
y برابر 2 اس�ت، زیرا عدد 2 باید در س�طر سوم  درایۀ 
A ظاهر ش�ود. اگر این ع�دد در یکی از خانه های اول، 
دوم و س�وم این سطر ظاهر شود، در ستون مربوطه عدد 
2 تکرار می ش�ود که چنین چیزی ممکن نیس�ت. اکنون 
B را کن�ار یکدیگر قرار دهی�م، مربع مقابل  A و  اگ�ر 
B متعامدند، در این مربع  A و  حاصل می شود. چون 
x باید  هیچ عدد دورقمی ای نباید تکرار شود. در نتیجه 

برابر 2 باشد.

چون A مربع لاتین چرخش�ی اس�ت، پس همۀ درایه های قطر اصلی آن  750  2
برابر 1 هس�تند. در نتیجه درایه های قطر اصلی مربع لاتین B همگی باید متمایز باش�ند، 
یعن�ی هم�ۀ عددهای 1 تا 5 را دربردارند. بنابراین مجم�وع درایه های قطر اصلی B برابر 

× است. =5 6 15
2
چون A و B دو مربع لاتین متعامد از مرتبۀ 5 هستند، پس با قرار دادن  751  2

A و B کنار یکدیگر، هریک از 25 زوج مرتب متشکل از اعداد 1 تا 5 دقیقاً یک بار ظاهر 
)  را فقط  , )4 1 )  و  , )3 2 ،  ( , )2 3 ،  ( , )1 4 می ش�ود. بنابراین هریک از زوج های مرتب
یک بار خواهیم داش�ت. پس به چهار طریق می توانیم یک خانه از A را انتخاب کنیم که 

مجموع درایه های این خانه و خانۀ نظیر آن در مربع لاتین B برابر 5 باشد.

752  
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1 2 3

2 3 1

مربع لاتین  از اعمال جایگشت   4

C نیز  A و  B متعامدند، پ�س  A و  B به دس�ت می آی�د. چ�ون  روی درایه ه�ای 
متعامد خواهند بود. 

ف�رض کنی�د S مجموع�ۀ هم�ۀ دانش آم�وزان دبیرس�تان، A مجموعۀ  753  4
دانش آم�وزان کلاس ادبی�ات و B مجموع�ۀ دانش آم�وزان کلاس عربی باش�د. در این 
صورت بنابر اصل شمول و عدم شمول، تعداد دانش آموزانی که در هیچ یک از دو کلاس 

شرکت نکرده اند، برابر است با
A B   S A B   S  A B A B| | | | | | | | (| | | | | |)

( )

′ ′ = − = − + −

= − + − =51 35 31 23 8

  

فرض کنید S مجموعۀ همۀ افراد این مدرس�ه، A مجموعۀ افراد عینکی  754  2
و B مجموعۀ افراد چپ دست باشد. طبق فرض

 S        A        B        A B  | | , | | , | | , | |′ ′= = = =200 80 40 100   
در نتیجه بنابر اصل شمول و عدم شمول،

 
S A B  S A B A B  

A B  A B  

| | | | | | | | | | | |

| | | |

− = ⇒ − − + =

− − + = ⇒ =

100 100

200 80 40 100 20

 

 

ax در صورت�ی ج�واب دارد ک�ه  755 y+ =30 35 معادل�ۀ س�یالۀ خط�ی   4
. بنابرای�ن معادله در  = × ×30 2 3 5 = و  ×35 5 7 ، همچنی�ن می دانی�م  a( , )|30 35
)a برابر 1 یا 5 باشد، یعنی a نباید بر هیچ یک از اعداد 2 و  , )30 صورتی جواب دارد که 
، A مجموعۀ اعدادی از S باش�د  S  { , , , }= 1 2 100 3 بخش پذیر باش�د. فرض کنید 
ک�ه ب�ر 2 بخش پذیرند و B مجموعۀ اعدادی از S باش�د که ب�ر 3 بخش پذیرند. در این 
A مجموع�ۀ اع�دادی از S اس�ت ک�ه ه�م بر 2 و ه�م بر 3، یعن�ی بر 6  B ص�ورت 

بخش پذیرند. اکنون می توان نوشت
 S   A  B   A B                  | | , | | [ ] , | | [ ] , | | [ ]= = = = = = =100 100 100100 50 33 16

2 3 6


مجموع�ۀ اع�دادی از S ک�ه ب�ر هیچ ی�ک از عدده�ای 2 و 3 بخش پذیر نیس�تند، برابر 
A است. در نتیجه بنابر اصل شمول و عدم شمول، B′ ′



 A B   S A B   S A B A B  | | | | | | | | | | | | | |′ ′ = − = − − + = − − + =100 50 33 16 33  

ف�رض کنی�د S مجموع�ۀ هم�ۀ خودکارهای آرم�ان باش�د، A مجموعۀ  756  4
خودکارهایی از S باش�د که نوک آبی دارند و B مجموعۀ خودکارهایی از S باش�د که بدنۀ 
B و   | |=14  ، A  | |=17  ، S  | |=44 ای�ن ص�ورت طب�ق ف�رض  فل�زی دارن�د. در 

. با استفاده از اصل شمول و عدم شمول می توان نوشت A B  | |′ ′ =19

A B   S A B   S A B A B

A B   A B  

| | | | | | | | | | | | | |

| | | |

′ ′ = − = − − +

= − − + ⇒ =19 44 17 14 6

  

 

A اس�ت.  B− مجموع�ۀ خودکارهایی که نوک آب�ی دارند ولی بدنۀ فلزی ندارند، برابر 
A B   A A B  | | | | | |− = − = − =17 6 11 بنابراین پاسخ برابر است با 
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